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अवक्कथणलत 


यह पुस्तक “मिडिल स्कूलों के लिए गणित” पुस्तकमाला के अंतर्गत पुस्तक गा का 
भाग 7 है | हमे जो समालोचनाएं प्राप्त हुई है उनसे प्रमाणित होता है कि राष्ट्रीय शैक्षिक 
अनुसंघान और प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा 4977 और 978 में निर्मित पुस्तकों । और का 
उनके प्रयो " करने वालों ने बहुत अच्छी प्रकार से स्वागत किया है। इस पुस्तक का तत्व- 
ज्ञान, ढंग और शैली भी वही है जैस्तो पुस्तकों [ और में अपनाई गई थी । 

इस पुस्तक का प्रथम प्रारूप कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय क्रे प्रो० आई० बी० एस० पासी 
और डा० एल० आर० वरमानी द्वारा तैयार किया गया। तदुपरान्त राष्ट्रीय शिक्षा सस्थान 
बीम्पस में आयोजित एक कार्यशिविर में अध्यापको एवं विषय विशेषज्ञों द्वारा इस प्रारूप का 
समीक्षात्मक विवेचन किया गया | अंतिम सपादन प्रो० एस० डी० चोपड़ा, अवकाश प्राप्त 
वरिष्ठ प्रोफेसर एंव अध्यक्ष, गणित विभाग, कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय, द्वारा किया गया | इस 
कार्य में उन्हें परिषद्‌ के विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के श्री आर० एस० कोठारी तथा 
डा० आत्मा राम साहू की बहुमूल्य सहायता प्राप्त हुईं। डा० एस० के० सिंह गौतम का 
उल्लेख करना भी आवश्यक है जिन्होंने संपादक दल की अनेक प्रकार से सहायता की । 
उत्तर भी उन्होने ही प्रदान किए । हिन्दी संस्करण का विषय- सपादन श्री महेन्द्र शकर ने 
किया | विज्ञान एव गणित शिक्षा विभाग के डा० आर० पी० गुप्ता का विशेष रूप से 
उल्लेख करना आवश्यक है जिन्होंने इस पुस्तक के निर्मित होने के सम्पूर्ण काल में बहुमूल्य 
योगदान दिया । इस पुस्तक को प्रस्तुत रूप में लाने मे उनके बहुमूल्य सुझावों ने एक महृत्व- 
पूर्ण भूमिका अदा की । इस पुस्तक को एक अल्प समय में ही तैयार करने में, मैं इनमें से 
प्रत्येक का उनके समर्पण और परिश्रम के लिए आभारी हूँ । 

निस्संदेह, किसी भी पुस्तक की उपयोगिता का अंतिम निर्णायक तो उसके प्रयोग 
करने वाले अर्थात त्रिद्याथियों और शिक्षकों का समुदाय है। परिषद्‌ उनके विचारों का 
कृतजतापूर्वंक स्व!गत करेगी ताकि पुस्तक के अगले संस्करण में संभवतया और अधिक 
सुधार किया जा सके । 


शिव कुमार मिल 

निदेशक 

नई दिल्‍ली , राष्ट्रीय शैक्षिक अनुमधान 
मई 979 और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


अस्ताबना 


"प्रिडिल स्कूलों के लिए गणित” पुस्तक वा कके भाग ] को कक्षा घशवा के 
विद्याथियों एंव अध्यापकों के सम्मुख प्रस्तुत करते हुए मुझे अति प्रसन्नता हो रही है। कुछ 
समय बाद जब इस पुस्तक का भाग व्‌ प्रकाशित हो जाएगा, तो मिडिल झकूलों के लिए 
भणित की पुस्तकों की यह पुस्तकमाला पूर्ण हो जाएगी । कक्षाओं 9[ और शत के लिए 
क्रमशः पुस्तकों | और [] को प्रो० मनमोहन सिंह अरोरा ने बहुत ही योग्यतापूर्वेक संपादित 
किया था। इन पुस्तकों के प्रयोग करने वालों से प्राप्त समालोचनाओों के अनुसार इन पुस्तकों 
का बहुत अच्छी प्रकार से स्वागत किया गया है। इस वर्ष जनवरी के प्रारम्भ में जब औो० 
अरोरा यूनेस्को के एक पद पर ब्रहरेन चले गए तो पुस्तक पा के भाग ] के संपादन का 
कार्यभार मुझे सौप दिया गया । पुस्तकों की इस पुस्तकमाला में प्रारम्भ से मेरे सबद्ध होने 
के कारण यह आशा की गई कि मैं प्रो० अरोरा द्वारा निर्धारित शैली और स्तर को जारी 
रखने में समर्थ रहूँगा । मुझे मेरे इस कार्य में विज्ञान एव गणित शिक्षा विभाग एन० सी० ई० 
आर० ठी० के श्री आर० एस० कोठारी एवं डा० ए० आर० साहू ने सहायता प्रदान की । हम 
अपने उद्देश्य में कितने सफल हुए हैं इसका फंसला केवल प्रयोगकर्ता ही कर सकते हैं । 


इस पाँडलिपि का प्रथम प्रारूप गणित विभाग, कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय के प्रोफेसर 
डा० भाई० बी० एस० पासी, और रीडर डा० एल० आर० वरमानी द्वारा तैयार किया 
गया । जब यह प्रारूप लिखा जा रहा था तो मुझे डा० पासी के साथ इस प्रारूप के कुछ 
भागों पर विचार विमशे करने के कई बार अवसर प्राप्त हुए । फिर इस प्रारूप को जनवरी 
9 से 2, [979 में एन० सी ० ई० आर० टी० कैम्पस में इसी उद्देश्य से आयोजित एक कार्य- 
शिविर में व्यावसायिक अध्यापकों और विशेषज्ञों को दिखाया गया । संपादकों ने भी कार्य- 
शिविर में भाग लिया और वे उसमें भाग लेने वाले व्यक्तियों के साथ विचार विमशे से 
लाभान्वित हुए । संपादकों ने जहाँ तक सम्भव हो सका है उनके सुझावों को कार्यान्वित 
करने का प्रयत्त किया है। मुझे विश्वास है कि इन सुझावों से पुस्तक में बहुत अधिक 
सुधार हुआ है । 

प्रस्तुत खंड में सात एकक संम्मिल्वित हैं: । वास्तविक संख्याएँ, ह[ घातांक और करणी; 


पं 


शा बीजीय व्यंजक, ॥ए विशेष ग्रुणणफल और गमृुणनखंड, ५ रैखिक समीकरण और असमी- 
करण, शत सारणियों का उपयोग, और जग] समुच्चय | एककों ] और शात के बारे में बताना 
विशेष महत्व रखता है । एकक 7 में अपरिमेय संख्याओं को अस्तांत अनावर्ती दशमलवों के रूप 
में प्रविष्ट किया गया है । यह आशा की जाती है कि तेरह वर्ष के बच्चों को इस सँकल्पना 
को समझाने के लिए पर्याप्त स्पष्टीकरण दे दिया गया है। इस संकल्पना को ठीक प्रकार से 
समझने के लिए सीमा प्रक्रिया, चाहे वह छिपे हुए रूप में ही हो, की कुछ उद्भावना की 
आवश्यकता है । एकक शा में समुच्चचय की धारणा क ' प्रविध्ट किया गया है। गणित और 
उसके अनुष्रयोगों में अनेक संकल्पताओं को स्पष्ट रूप से व्यक्त करने के लिए समुच्चय भाषा 
अब आधारभूत है । अत: इस संकल्पना को बहुत से <दाहरणों द्वारा स्पष्ट किया गया है । 

पुस्तक तर] के भाग [[] में ज्यासिति, व्यावसायिक गणित और साँख्यिकी विषयों को 
लिया जाएगा । इन विषयों को स्कूल वर्ष के अंत्तिम अर्धभाग में पढ़ाये जाने की प्रत्याशा है । 

इस पुस्तक की मुख्य विशेषताएँ वही हैं जो पुस्तक ॥ और |] की थी । परन्तु इन 
पुस्तकों मे जो व्यापक उद्देश्य दृष्टिगत रखा गया था उसके बारे में कुछ कहना उचित ही 
रहेगा । सन्‌ 950 और 960 के मध्य, पश्चिमी देशों में स्कूलों के लिए गणित के पाठुय- 
क्रम में ऋतिकारी परिवर्तन हुए और बहुत से देशों ने तथाकथित आधुनिक गणित' को 
अपनाया । ग्रीष्मकालीन संस्थानों (शिविरों) के एक विस्तृत कार्यक्रम द्वारा सन्‌ 960 और 
4970 के मध्य भारत में अध्यापकों और प्रशासकों को इन परिवर्तनों से अवगत कराया 
गया। इस कार्य्रम के प्रभाव के अं्तेगत ही स्कूल स्तर के गणित के पाठ्यक्रम और पुस्तकों 
की राष्ट्रीय स्तर पर और कई राज्यों में पुन: लिखा गया । आधुनिक गणित का तात्पर्य कोइ 
तया गणित नहीं था। इसका तात्पयें अंतर्जानात्मक के स्थान पर अभिगृहीती विधि, गणितीय 
सामग्री और गणितीय प्रवीणता के विकास के स्थान पर विभिन्‍त संक्रियाओं की गणितीय 
संरचना तथा और अधिक परिशुद्ध नई शब्दाबली के सीखने पर जोर देना था। परल्तु नये 
गणित के पाठ्यक्रमों का अनुभव कुछ अच्छा सिद्ध नहीं हुआ । इन पाठ्यक्रमों से अध्यापकों, 
विद्यार्थियों एंब अभिभावकों के एक बहुत बड़े बहुमत के लिए कठिताइयाँ उत्पन्न हो 
गई । स्कूलों में गणित का अध्ययन अभिगृद्दीती की भाषा तथा नई शब्दावली तक ही रह गया 
तथा गणितीय प्रबीणता के अध्ययन की हामि हुई । इन सब के कारण गणित के रकूली पाठ्य- 
क्रम में पिछले कुछ वर्षों में एक अन्य विस्तृत संशोधन करना पड़ा और पाठ्यपुस्तकों की 
वर्तमान शा खला इसी संशोधन का एक परिणाम हैं। 

पाद्यपुस्तकों की वर्तेमान हखला तथाकथित आधुनिक गणित और परम्परागत 
गणित के मध्य एक स्वस्थ संतुलन रखती है | अभिगृहीती की भाषा तथा नई शब्दावली के 


प्रयोग पर दिए गए अनावश्यक बल का त्याग' किया गया है। पाठक को इनसे अवग्त्त करा 
दिया गया है और वहीं उनको छोड़ दिया गया है। विषय साम्रगी को लगभग अंतर्शानात्मक 
हूप से स्पष्ट किया गया है । साथ ही, यह भी ध्यान रखा गया है कि जो गणित ह बच्चे 
को पढ़ाते हैं वह सरलता से उसके समझने योग्य हो तथा जहाँ तक संभव हो उसके वातावरण 
से सम्बन्धित हो | इसे हमारे विकास के उद्देश्यों को दृष्टिगंत रखते हुए हमारे समाज की ' 
आवश्यकताओं के असुकल भी होना चाहिए । 

पुस्तकों ! और 7 की प्रस्तावनाओं में विद्याथियों को गणित सीखने पर कुछ सलाह 
दी गई है। यह सुझाव है कि विद्यार्थी उस सलाह को पुनः पढ़ें । . 

प्रस्तुत पुस्तक में ध्यानपूर्वेंक चुने हुए तथा स्पष्टरूप से हल किए हुए लगभग सौ 
उदाहरण हैं। बच्चे को संकल्पनाओं और सीखी गई विधियों के अनुप्रयोग में पर्याप्त अभ्यास 
देने के लिए चार सौ से अधिक प्रशन दिए गए हैं। विविध प्रश्नावलियों के सभुच्चय के 
अतिरिक्त इन प्रश्नों को कठिनता के क्रम में रखा गया है । पुस्तक में कठिन अनुच्छेदों तथा 
कंठित प्रश्नों को तारांकित कर दिया गया है । 


संपादक एक बहुत बड़ी संख्या में अतिरिक्त प्रश्नों को प्रदान करने तथा सभी प्रश्नों 
के उत्तर निकालने में सहायता करने के लिए डा० एस० के० सिंह गौतम, विज्ञान एंव गणित 
शिक्षा विभाग, एन० सी० ई० आर० टी० के आभारी हैं | 

पुस्तकों की वर्तमान श्वू खला से मेरे संबद्ध रहने के पूरे काल तक विज्ञान एवं गणित 
शिक्षा विभाग की गणित शाखा के सदस्यों द्वारा प्रदान सतत सौजन्य तथा सहायता 
के लिए मैं उनका बहुत आभारी हूँ। मैं सहायक संपादकों का आभारी हूँ जिनके सतत 
कठिन परिश्षम के बिता संपादन कार्य को इतने अल्प समय में दी पूर्ण करना असंभव हो 
जाता । मैं डा० आर० पी० गुप्ता, विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग, एन० सी० ई० आर० 
टी० का विशेष रूप से आभारी हूँ जिन्होंने न केवल सभी आवश्यक प्रशासनिक सहायता 
प्रदान की अपितु कार्य के विभिन्‍त स्तरों पर पॉडूलिपि को पढ़ा और बहुमूल्य सुझाव दिए । 


एस० डी० चोपड़ा 
अवकाश प्राप्त वरिष्ठ प्रोफेसर एवं अध्यक्ष 
गणित विभाग 
कुरुक्षेत्र विधवविद्यालय 
कुरुक्षेत्र 


, 


कतज्ञताशञापन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्नलिखित व्यक्तियों की 
आभारी है जिन्होंने इस पाद्यपुस्तक के प्रारूप का समीक्षात्मक विवेचन जनवरी 979 में 
राष्ट्रीय शिक्षा संस्थान कैम्पस में इसी उद्देश्य हेतु आयोजित एक कार्य शिविर में किया : 


प्रो" एस० डी० चोपड़ा 

अवकाश प्राप्त (वरिष्ठ) प्रोफेसर एवं 
अध्यक्ष गणित विभाग, 

कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय, 

कुरुक्षेत्र 


, श्री प्रयाग दत्त चतुवंदी 


एस० पी० डी० बी० 'कॉलेज 
फरह, भथुरा (3० प्र०) 


» श्री एम० एस० दहिया 


राजकीय उच्चतर भाध्यमिक 
बाल विद्यालय, रूप नगर, दिल्ली 


, डॉ० एस० सी० दास 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


« डॉ० बी० देवकीनंदन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्ली 
श्री जी० डी० ढहल 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


7, डॉ० एस० के० सिंह गौतम 


40. 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


« डा० आर० पी० गुप्ता 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


» डॉ० ए० के० गुप्ता 


रामजस कालेज 
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श्री एम० सी० गुप्ता 

डी० ए० वी० उच्चतर भाष्यमिक 
विद्यालय, चित्रगुप्त रोड, 

नईं दिल्‍ली 


« श्री ईश्वर चन्द्र 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्ली 


, श्री एस० आर० जयपाल 


केन्द्रीय विद्यालय, 
(आर० के० पुरम), 
नई दिल्‍ली 


3, श्री जे० पी० कंसल 
एयर फोसे सैन्ट्रल स्कूल, | 
सुबरोतो पाक, 
नई दिल्‍ली 
4. डॉ० (श्रीमती) अरुणा कपूर 
जामिया मिलिया इस्लामिया, 
नई दिल्‍ली 
5. श्री आर० एस० कोठारी 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
6. डॉ० के० सी० सदान 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
7. श्री महेन्द्र शंकर 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
8., श्रीमती आशा प्रधान 
राजकीय उच्चतर माध्यमिक 
बालिका विद्यालय, महरोली 
नई दिल्‍ली 


9. 


20, 


24. 


22« 


23. 


24. 


डॉ० राम अवतार 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 

डॉ० ए० आर० साहू 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
शअीमती राज सेठ 

रामजस उच्चतर माध्यमिक 

बालिका विद्यालय, दरियागंज, दिल्ली 
श्री एस० के० शर्मा 

आलोक भारती उच्चतर माध्यमिक 
विद्यालय, खुराजी, 
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श्री बलबीर सिंह 

राजपूताना राइफल्स ह्वीरोज़ मैमो रियल! 
उच्चतर माध्यमिक विद्यालय, 

दिल्‍ली कैंट, मई दिल्‍ली 

श्री सरदार सिंह 

केन्द्रीय विद्यालय 

गुड़गाँव, हरियाणा 
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संकेत-सची 


योग 

व्यवकलन 
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के समान है/के बराबर है 
से छोटा है 

से बड़ा है 
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55 एक चर में रैेखिक असमीकरणों के आलेख 
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वास्तविक संख्याएँ 


आप धनपूर्णाकों, पूर्ण संज्याओं, पूर्णाकों और परिभेय संख्याओं से पहुले 
से ही परिचित हैं। आप जानते हैं कि इनको किस प्रकार जोड़ा, घटाया, गुणा 
और भाग किया जाता है । इस एकक में हम अपने संख्या निकाय को और आगे 
विस्तृत करने की आवश्यकता पर प्रकाश डालेंगे । 


.! पुमरावलोकन 


आपको कक्षा शातर से परिमेय संख्याओं और उन पर संक्रियाओं पर 
दिए एककों का पुनरावलोकन करना चाहिए । विशेष रूप से, आपको निम्न 
संकल्पनाओं और गुणों का पुनरावलोकन करना चाहिए : 

परिमेय संख्याएँ और उनका संख्या रेखा पर निरूपण । 

परिमेय संखयाओं का योग एवं व्यवकलन । 

परिमेय संख्याओं का गुणन एवं विभाजन । 

परिमेय संख्याओं का वितरण ग्रुण । 

किन्‍्हीं दो (भिन्न) परिमेय संख्याओं के बीच में हम सदेव एक अन्य 

परिमेय संख्या ज्ञात कर सकते हैं। 

एक परिमेय संख्या या तो एक सांत दशमलब (#व्ायांगवाा।ए 06०॑- 

797) होता है या एक असांत आवर्ती दशमलव (00॥-0ाशांश्वाध्रह 

780680782 36८0४) । 

हम आपके लिए नीचे एक पुनरावलोकन प्रश्नावली दे रहे हैं ताकि आप 
उपयक्‍त संकल्पनाओं का पुत्तरावलोकन कर सकें और जहाँ कहीं सम्भव हो 
इनका अनुप्रयोग कर सकें । 


गणित 


प्रश्नावली . 


4. 3 पर समाप्त होने वाली 6 अंकों को छोटी से छोटी संख्य। लिखिए । 

2. 2376 में 3 के स्थानीय मान , (9808-४०|घ५९८) को उसके अंकित मान 
(980०-ए०।प्र८) से भाग दीजिए । 

3. एक मेंढक, जो कि 8 मीटर गहरे एक कुएँ में गिर गया है, उसमें से कुदकर 
बाहर निकलने का प्रयत्न करता है । प्रत्येक बार मेंढक 70 सें० सी० 
ऊपर की ओर कूदता है और 20 सें० मी० नीच फिसल जाता है । एक 
कूद का शुद्ध परिणाम क्या है ? कुएँ से बाहर निकलने के लिए मेंढक को 
कितनी बार कूदना पड़ेगा ? 

4. ५४324, ५/2560 और ५/36] के मान दीजिए । 

- प्रथम 0 अभाज्य संख्याएँ ([007776 प्रणराए0०78) लिखिए । 

6. एक संख्या रेखा पर निम्न परिमेय संख्याओं को निरूपषित करने के लिए 

बिंदु अंकित कीजिए : 
' 0 0 
हो /! 5* 9 
7. निम्न परिमेय संख्याओं को उनके निम्नतम रूप में व्यक्त कीजिए : 
25 36 , 98 
45 ? 39 * 35 
8. निम्त को परिकलित कीजिए : 
तक 
42 8 7 
9. निम्न परिमेय संख्याओं को आरोही क्रम में व्यवस्थित कीजिए : 
जी आम 
97? डु* 57? वा 
40. निम्न परिमेय संख्याओं का दशमलव निरूपण ज्ञात कीजिए : 
]2 --0 व्‌ 


[7 6 +-7|2 


| 


+( 


84. 


42. 
43, 


34. 
45. 


36. 


॥7. 


48, 
39. 


0, 


>. 
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दशमलब 0:625 को ध के रूप में लिखिए और अपने उत्तर को निम्नतम 


पदो में व्यक्त कीजिए । 
अर्सांत आवर्ती दशमलवों के पाँच उदाहरण दीजिए । 


सरल कीजिए : 
5 9 , ठ3 
| (ह पा) 7०३|+-% 
0. और 0.2 के बीच तीन परिमेय-संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 


निम्न में से कौन-से पूर्णाक विषम हैं ? 
58, “7745, 2670, 987003 

निम्व में से कौन-से पूर्णाक सम हैं ? 
20, 202, 203, 204, 205 


यदि ॥६ एक सम पूर्णांक है तो घ का परिवर्ती (४7000९४5०7) विषम है 
या सम ? 
यदि ॥ एक विषम पूर्णाक है तो 7 का परिवर्ती विषम है या सम ? 
निम्न पूर्णांकों का वर्गे करके जाँच कीजिए कि उनके बग्गे सम हैं : 

0, --2402, 236, --576 
निम्न पूर्णाकों का वर्ग करके जाँच कीजिए कि एक विषम पूर्णाक का वर्ग 
विषम होता है : 

--2, 23, 753, ---80 


निम्नलिखित कथन सत्य हें था असत्य ? 


(४) दो सम पूर्णाकों के वर्गों का योग सम होता है। 
(7) दो विषम पूर्णाकों के वर्गों का योग विषम होता है । 


4 गणित 


4.2 भूमिका 


हम पिछली कक्षाओं में घनपुर्णाकीं, पूर्णाकों और परिमेय संख्याओं के 
बारे भें पढ़ चुके हैं। धनपूर्णाक देनिक जीवन में तीन मुख्य कार्यो में प्रयोग 
किए जा सकते हैं। पहला गिनने में, जबकि हम -कहने हैं कि एक कक्षा में' 
30 लड़के है अथवा एक गाँव की जनसंख्या 673 हे, इत्यादि । दूसरा परिमाणों 
की मापने (शा८्ब्रद्प्राएला( ण फाथट्रणोप्ाते05) में, जबकि हम । किलोग्राम 
चीनी अथवा 2 लीटर दूध अथवा 30 क्विटल गेंहूँ, इत्यादि की बात करते हैं ॥ 
तीसरा लेबिल करने (92००2) में, जबकि हम एक कक्षा के विद्याथियों को 
रोल नम्बर निर्दिष्ट करते हैं अथवा एक परीक्षा में बैठने वाले प्रत्याशियों को 
रोल नम्बर निर्दिष्ट करते हैं, इत्यादि । 


धनपूर्णाकों में व्यवकलन की संक्रिया सर्देव करने में समर्थ होने के लिए 
हमें ऋणात्मक पूर्णाकों को अधिष्ट करने की आवश्यकता पड़ी 


परिमेय संख्याओं को प्रत्रिष्ट करने को आवश्यकता तब पड़ती है जब हम' 
वस्तुओं की एक निश्चित संख्या' को दिए हुए भागों में समान रूप से विभाजित 
करना चाहते हैं, उदाहरणार्थ, जब हम 3 संतरों को समान रूप से 5 लड़कों में 
विभाजित करना चाहते हैं। देनिक जीवन में परिमेय संख्याओं की आवश्यकता 
अनेक अन्य समस्याओं में भी पड़ती है, उदाहरणाथे, कपड़ा अथवा दो बिंदुओं 
के बीच की दूरी अथवा कमरे की लम्बाई मापने में जो कि हमारे मापन के 
सात्क के पुर्ण गुणज (फ्रा68 ए्रपात9०) नहीं होते । अब हम देखेंगे कि इस' 
कार्य के लिए परिसेय संख्याएँ पर्याप्त नहीं हैं । 

कक्षा शत में हमने सीखा था कि परिमेय संख्याओं को संख्या रेखा पर 
बिंदुओं ढ्वारा' किस प्रकार निरूषित किया जाता है। आक्वति . में संख्या 
रेखा (0७४ तथा उस पर कुछ परिमेय संख्याएँ अंकित की हुई दर्शाई नई हैं ॥ 


आपको याद होगा कि जब हम यह' कहते हैं कि बिंदु ह., 3, (?), परिमेय' 
संख्याएँ 4, 2, जा निरूपित करते हैं तो लससे हमारा तात्पयं होता है कि 


लम्बाइयाँ 0.5, 08, 00८), क्रमशः ।, 2, जरा सातलक हैं। दूसरे शब्दों में, एक 
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आकृति ,] : संख्या रेखा 


शेखा पर परिमेय संख्याओं को निरूपित करने के लिए हम उस रेखा पर ऐसे 
रेखाखंडों की रचना करते हैं जिनकी एक मात्रक लम्बाई (धाम 0॥80॥) के 
पदों में मापें वे परिमेय संख्याएँ हैं । अब हम एक प्रश्न पृछते हैं। वया रेखा पर 
श्थत प्रध्येक रेखाखंड की माप को एक परिमेय संख्या के रूप में व्यक्त किया 
जा सकता है ? इस प्रश्न का उत्तर है, नहीं। आइए निम्त उदाहरण पर 
विचार करें। 

आइए 00/ को एक भुजा लेकर उस पर एक वर्ग 0829 की रचना 
करें। देखिए आकृति त.)) 0 और 8& को मिलाइए। तब 08 --08--] 
मात्रक है। विकण 08 की लम्बाई क्‍या है? हम देखते हैंकि 028 एक 
समकोण त्िभुज है जिसका समकोण / पर है। पाइथागोरस प्रमेय* से, 

0790-02? --089--१-|- 2--2 

इस प्रकार, 05 वह लम्बाई है जिसका वर्ग 2 के बराबर है । दूसरे शब्दों में, 
09 की लम्बाई 2 का वर्गमूल है। आइए मान लेते हैं कि ' 2 के वर्गमूल को 
' हम संकेत 4/2 से व्यक्त करेंगे। 
0 को केन्द्र माचकर और 07 क्िष्या लेकर 0४ को 90 पर काटता 


हुआ एक चाप खींचिए । तब 0]0--08--</2 है। तब संख्या रेखा पर 00 
एक रेखाखंड है जिसकी लम्बाईं </2 है। अगले अनुच्छेद में हम पढ़ेंगे कि ऐसी 


श्याहथागोरस प्रमेष : किसी समकोण त्रिभुज में कर्ण पर बना वर्ग अन्य दो भुजाओं पर 
बने वर्गों के थोग के बराबर होता है। 
आप इस महत्वपूर्ण प्रमेथ को बाद में पढ़ेंगे । 
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कोई परिमेय संख्या नहीं है जिसका वर्ग 2 के समान है, अर्थात्‌ &/2 एक 
पशिमिय संख्या नहीं है । अत: संख्या रेखा पर हमें ऐसे रेखाखंड भी प्राप्त 
होते हैं जिनेकी लम्बाइयों को परिमेय संख्याओं में व्यवत नहीं किया जा सकता । 
यदि हम संड्या रेखा पर स्थित सभी रेखाखंडों की लम्बाइयों को संख्याओं के 
रूप में व्यक्त करना चाहें तो इस कार्यें के लिए केवल परिमेय संख्याएँ ही पर्याप्त 
नही है और हमें अपने संख्या तिकाय को विस्तृत करने की आवश्यकता है । 


4.3 तथ्य कि ५/2 परिसेय संख्या नहीं है 


आइए ध्यानपूर्वेक निम्न प्रश्न पर विचार करें: क्‍या हमें एक ऐसी 
परिमेय संख्या » प्राप्त है जिसका वर्ग 2 के समान है? हम जानते हैं कि 
[5--] जो कि 2 से छोटा है। अत. #, से बड़ा होना चाहिए। साथ , ही 
>ज्न्थ, जो कि 2 से बड़ा है। अत: 5, 2 से छोटा होना चाहिए। क्‍या ।| और 
2 के बीच हमें कुछ परिमेय संख्याएँ ज्ञात हैं ? निस्सदेह, हमें ज्ञात हैं। वास्तव 
में, | और 2 के बीच हम जितनी परिमेय संख्याएँ चाहें लिख सकते हैं। 
उदाह रणार्थ, 


4.], [.2, .3, .4, .5, .6, .7, .8, .9, में से सभी ! और 2 के 
बीच स्थित हैं । आइए इनके वर्ग लिखें। 


(.)5 -- .2] 
(].2)2 -- .44 
(.3)% -- .69 
(६.4) -- 4.96 
(8.5)% -- 2.25 
(.6)% -+ 2.56 
(.7) -- 2.89 
(.8)? -- 3.24 
(.9)8 <> 3.6। 


ग हम देखते हैं कि उपर्युक्त 20% से किसी का भो वर्ग 2 के समान - 
नहीं हैं । इसलिए # उपर्युक्त संख्याओं में से किसी के भी समान नहीं है । फिर 
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भी हम देखते हैं कि (.4)2-.96 जो कि 2 से छोटा है तथा (.5)# 
2.25 जो कि 2 से बड़ा है। अतः 5, .4 से बड़ा और .5 से छोटा होना 
चाहिए। क्या हमें ।.4 और .5 के बीच कुछ परिमेय संख्याएँ ज्ञात हैं ? मिस्संदेह, 
सभी परिमेय संख्याएँ [.47, .42, ..'3, .44, .45, ].46, [.47, ।.48 
.49 संख्या .4 से बड़ी हैं परन्तु .5 से च्टोटी हैं। यदि हम इन संख्याओं में से 
प्रत्येक का वर्ग निकालें तो हमें पुनः यह ज्ञात होगा कि इन वर्गों में से कोई भी 2 
के समान नहीं हैं। परन्तु हम यह जाँच कर सकते हैं कि 5, .4] से बड़ा है 
तथा .42 से छोटा है । 

यवि हम इस प्रक्रिया को एक चरण और आगे जारी रखें तो हमें ज्ञात 
होगा कि 5५, .4]4 से बड़ा है तथा .45 से छोटा है । हम इस प्रक्रिया को 
अनिश्चित काल तक जारी रख सकते हैं। परन्तु हम निशुचयपूर्वक यह कंसे कह 
सकते हैं कि ऐसी कोई परिमेय संख्या नहीं है जिसका वर्ग 2 के समान है? 
इस प्रश्न का उत्तर देने के लिए हमें पूर्णाकों के एक गुण की आवश्यकता है 
जिस पर अब हम जिचार करेंगे । 

यदि हमें यह ज्ञात हो कि एक पूर्णांक & विषम है या सम, तो क्या हम 
उसके वर्ग के बारे में कुछ कह सकते हैं ? आइए कुछ उदाहरण लें । 

6-2 >८ 3 एक सम पूर्णाक है । इसका वर्ग 6ल्‍८6--36--29»८8 भी 
एक समपूर्णाक है। 

पुनः, 24552 >< 2 एक सम पूर्णांक है । इसका वर्ग 24 »८ 24 -- 576 -- 
29<288 भी एक सम पूर्णाक है। ह 

वास्तव में एक सम पूर्णाक का वर्ग सदेव सम ही होता है । क्‍यों कि यदि 
& एक सम. पूर्णाक्न है, तो किसी पूर्णांक 9 के लिए ४७-2><८४9 होगा। वर्ग करने 
पर हमें निर्भ्न प्राप्त होता है : 

&7--8 >< 8 
२०22८ 9 ><2>< 0 
552 >< (2 >< 8?) 

जो 2 का एक गुणज है और इसलिए सम है। इस प्रकार, एक समपूर्णाक का वर्ग 
सम होता है । 

अब आइए विषम पूर्णाकों के वर्गों की जाँच करें । 3 एक विषम पूर्णांक 
है। इसका वर्ग 33--9--2 » 4--! भी विषम है। एक अन्य उदाहरण लोजिए । 


॥:] गणित 


--75-2 » (--9)+7 एक विषम पूर्णांक है ।--7 का वर्ग, 
(--7)?-- (--7) ८ (--7) 
++289 
ज| 2 »< [44--4 

भी एक विषम पूर्णाक है । वास्तव में, एक विषम पूर्णौक का वर्ग सदेव विषम 
ही होता है। क्‍योंकि यदि & एक विपम पूर्णाक है, तो किसी पूर्णाक ७ के लिए 
8.552 >८ 0 +- | होगा । 

वर्ग करने पर हमें निम्न प्राप्त होता है : 

छ--8 >< & 
+(292<09--) » (229--) 
55294 (2 0०१-+- 2»: 9) +-] 

जो एक विषम पूर्णाक है । इस प्रकार, एक विषम पूर्णाक का वर्ग विषम 
होता है । अतः हम देखते हैं कि 

सम पूर्णाक का वर्ग सम होता है तथा विषम पूर्णांक का वर्ग विषम्त 
होता है। 

पूर्णाकों के वर्गों के उपर्यृक्त गुण को सीखने के बाद अब हग सिद्ध 
करेंगे कि 

९/2 परिमेष संख्या नहीं है । 

*उपपत्ति : यदि संभव है, तो मान लीजिए कि हज , ६७ 0 एक परि- 
मेय संख्या है जो */2 के समान है। हम मान लेते हैं कि 9 और ध में कोई 


गुणनखंड उभपनिष्ठ नहीं है । क्‍योंकि यदि कोई है तो उसे काटा जा सकता है। 
तब, 


हि वन 42 
१ ४ 
अर्थात्‌, अमर मन! 
0 (व) 
अत: हमें निम्न प्राप्त होता है : 
की 
के मन 2] 


पु द्रे 
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इस समीकरण के दोनों पक्षों को क्र से गुणा करने पर, 
ए* हक 2 भ्ट्‌ पु 


जो यह दर्शाता है कि ४ एक सम पूर्णाक है| परन्तु तब ए9 स्वयं भी एक सम 
पूर्णांक्त होना बाहिए। क्‍योंकि यदि छ विषम होता तो उसका वर्ग भी विषम 
होता। अतः: किसी पूर्णाक्र 7 के लिए [0--29८7 होगा । 9 का यह मान 
]7--22< (* में प्रतिस्थापित करने पर हमें निम्न प्राप्त होता है : 


(2 %८7)*--2 9९ हु 


अब, (2 2९7) -+ [2 ९ ए) »< (2 9८॥') +- >९ 7 
अतः, के 3६-०2 ४६ हु 
दोनों पक्षों को 2 से विभाजित करने पर हमें निम्न प्राप्त होता है : 
2 >६ प्री 05 


जो यह दर्शाता है कि 0१ राम है । पहले की ही तरह इससे यह निष्कर्ष निकलता 
है कि थ्‌ स्वयं भी सम होना चाहिए ॥ अत: किसी पूर्णाक 5 के लिए ध5-2 25 
होगा । इस प्रकार अन्त में हमने यह दर्शा दिया है कि 9 और 4 दोनों ही 2 से 
बिभाज्य हैं। परन्तु हम यह माच कर चले हैं कि ए और 0 में कोई उभयनिष्ठ 
गुणनखंड नहीं है । यह विरोधाभास दर्शाता हैं कि हमारी कल्पना असत्य है और 
ऐसी कोई पर रिमेय संख्या नहीं है जिसका वर्स 2 के समान है । अत: ९/2 परिमेय 
संख्या नहीं है । 


उपयु क्‍त चर्चा यहे दर्शातवी है कि परिमेय संख्या निकाय ज्यामितीय 
और बीजीय दोनों ही दृष्टिकोण के अपर्याप्त है । ज्यामितीय रूप से, परिमेय 
संख्याएँ सभी संभव लम्बाइयों को व्यक्त करने के लिए अपर्याप्त हैं, उदाहरणार्थे, 
] मात्रक की भूजा वाले वर्ग के विकर्ण की लम्बाई। बीजीय रूप से, परिमेय 
संख्या निकाय 2 के प्रकार की संख्याओं के वर्गमूल निकालने में अपर्याप्त है। 
अतः उपर्युक्त ज्यासितीय और बीजीय पअश्नों के उत्तर ज्ञात करने में समर्थ होने 
के लिए नई संख्याओं को 'खोजने' की आवश्यकता है । 


हम चई संख्याएँ श्रविष्ट करके जिन्हें अपरिभेय संख्याएँ (#8788फाशं ' 
#ए्ाक्रशा5) कहा जाता है परिमेय संख्या निकाय को चाध्तबिक संख्या मिकाप 
(४४४) छष्धांश ४४४६७४) में विश्तुत करते हैं । 
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4.4 अपरिसेय संख्या को संकल्पना 
हम कक्षा शा में परिमेय संख्याओं के अंकगणित के बारे में पढ़ चुके 
हैं। विशिष्ट रूप से, हम जानते हैं कि दो परिमेय संख्याओं को किस प्रकार 


जोड़ा जाता है : 


हम कितनी भी दी हुई परिमेय संख्याओं को जोड़ सकते हैं। उदाहरणार्थ, 
यदि हमें चार परिमेय संख्याएँ 
॥। ॥। 
गज कक और प& दी हुई हैं, तो 
] ] | 5 
239 530: व का | 
'आइहए निम्न स्थिति पर विचार करे जहाँ हमें अनिश्चित काल तक 
जोड़ते रहना पड़ता है। । 
मान लीजिए एक कीड़ा ,] मीटर ऊँचे एक खक्भे पर चढ़ने का प्रयत्न 
, कर रहा है ।'यह भी मान लीजिए कि कीड़ा पहले घंटे में $ मीटर, दूसरे घंटे 
में' $ मीटर, तीसरे घंटे में $ मीटर, चौथे घंटे में ७ मीटर, पाँचवे घंटे में «५ 
मीटर, इत्यादि चढ़ता है । प्रत्येक घंदे में कीड़ा उससे ठीक पहले घैंटे में बढ़ी ऊँचाई 
की आधी ऊँचाई चढ़ता है। क्‍या कीड़ा खंम्भे के शिखर तक पहुँच पाएग ? 
निस्संदेह, नहीं । क्योंकि वह कितने हो घंटों तक चढ़ता रहे, वहु फिर भी शिखर 
सेकुछ न कुछ दूरी पर अवश्य रहेगा । परन्तु पहले कुछ घंटों के बाद वह शिखर 
के काफी निकट पहुँच जाएगा। उदाहरणार्थ, चार घंटों के वाद वह, 


।_.[4 .-+-4 , ! _5 ् 
( ले ह अर न हु +नह) मीटर पद मीधर चढ़ लेगा और शिखर से 
ह न [ [ 
केवल -८ मीटर दूर रह जाएगा। पाँच घटों के बाद, बह ( ऊकयाफ 


[। [ उ] है [ 
तह ) - मोटर ठुठ मी2८र चढ़ लेगा और रा र से केवल जब मीटर 


दूर रह जाएगा। 
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जो हम कर रहे हैं वह यह कि हम परिमेय संख्याओं 
] | ॥। ] ] 
जठः बा हा [67 कढठ? ि 
को अनिश्चित काल तक जोड़ रहे हैं, जहाँ प्रत्येक परिमेय संख्या अपने पूर्बबर्ती 
([7०९७४८०5५०) संख्या को आधो है | हम इप्त योग को निम्न प्रकार लिखकर 
व्यक्त करते हैं : 


] ] ] ] ] 
६ का कर कर के अक। अ आक-+ आ 
यह अयरिमित श्रेणी (062 5७४०५) का एक उदाहरण है । हम देखते हैं कि 
इस श्रेणी में यह गुण है कि यदि हम इसमें अधिक और और अधिक पद जोड़ें 
तो हमें | के निकट और और अधिक निकट संख्याएँ प्राप्त होती हैं। हम इसे यह 
कहकर व्यक्त करते हैं कि यह अपरिमित श्रेणी । पर अभिसरित (८णार्थह०) 
होती है । वास्तव में ऐसी घारणाएँ कक्षा श्वा में हम।रे सम्पुख आई थी। 


हम पढ़ चुके हैं कि एक परिमेय संख्या को एक सांत अथवा असांत्‌ 

आवर्ती दशमलव में किप्त प्रकार निरूपित किया जाता है। उदाहरणार्थ, हम 
जानते हैं कि 

२ 55 0.25 
तथा, है +८ 0.333... 
जब हम ॥5--0.25 लिखते हैं, तो हम कद रहे हैं (स्थानोय-मान पद्धति को याद 
कीजिए ) कि 

]_ 2 5 

जे उठ | 
परन्तु आइए विचार करें कि हमारा निम्न से क्या तात्पयं है: 

ह न 9.333... 
अब 0.333... निम्न अपरिमित श्रेणी के लिए प्रयोग होता है : 

3 3 3 


-पुह उछ्ा उत्छ 


॥% गंणित 


और जब हम ३$--0.333... लिखते हैं, तो वास्तव में हमारा तात्पयें यह होता 
है कि अपरिमित शेणी 
3 3... 3 
पता पक्ठ 7 उठ्क ४ न 
परिमेय संख्या $ पर अधभिसरित होती है । दूसरे शब्दों में, यदि हुम अपरिमित 
श्रेणी 
्े उ 3 
पढ़ 7 उठ67 [666 
के अधिक और और अधिक पदों को जोड़े, तो हमें ३ के तिकट और और निकट 
संख्याएँ प्राप्त होती हैं । 
परिमेय संखयाओं का दशमलच निरूपण या तो सांत हीता है जैसा कि 
ई 50.25 
को स्थिति में है या असांत आवर्ती होवा है जेसा कि 
$ 55 0.333... 
की स्थिति में है । 
इसमें एक स्थिति शेष रह जाती है अर्थात्‌ असांत अनावर्ती दशभलवों 
(#0॥-श'प्राशन्राताहु हगान-शूरन्राशाए बैंट्टंश95) की स्थिति । 
उदाहरणार्थ, हमें अपरिमित श्रेणी 
! 0 अर आय !, 0 ४ 
पुहा 7667 ल666 7 36656 7 “65566 / 36568 - 
भर्थात्‌ दशमंलव 
0.000] 
प्राप्त है । यह एक अर्सात अनावर्ती दशमभलब है। ऐसी कोई परिमेय संख्या नहीं 
है. जिस पर ये अपरिमित श्रेणी अभिसरित होती है | क्योंकि, थाद कीजिए कि 


2 संख्या का दशमलव निरूपण या तो सांत होता है या असांत 
आवर्ती । 


कह ड अनावतों दशभलब हुमारी नई संख्याएँ हैं जिन्हें अपरिसेय संख्याएँ 
कहते हैं । 


अर 
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.5 कुछ अपरिसेय संख्याओं के दशमलव रूप 
4.5,] अपरिमेय संख्या ५/2 
हम पहले ही देख चुके हैं कि ऐसी कोई परिमेय संख्या नहीं है जिसका 
नर्ग 2 के समान है । क्या ऐसी कोई अपरिमेय संख्या है जिसका वर्ग 2 के समान 
है ? इस प्रशत का उत्तर है : 'हाँ । वस्घुत:, इस संख्या के प्रथम कुछ दशमलव 
स्थान हम पहले ही परिकलित कर चुके हैं । हम यह दिखा चुके हैं कि .4] का 
बर्ग 2 से छोटा है जबकि । 42 का बगे 2 से बड़ा है। इसी प्रकार हम जाँच 
कर सकते हैं कि 
(.44)2 व 2 < (.45)* 
(.4]42)2. << 2 < (.443)£ 
(!.4]42)2 < 2 < (.4[422)” 
(.4423) < 2 < (.48424) 
(4.4]4235)* < 2 (.4]4236)2, इत्यादि । 
यदि हम इस प्रक्रिया को अनिश्चित काल तक करते रहें तो हमें निम्न 
संख्या प्राप्त होती है 
--.44235 


जो एक असांत अनावर्ती दशमलव है। उपर्युक्त प्रक्रिया से हम देखते हैं कि दाईं 
ओर प्रत्येक अंक के लगाने से संख्या का वर्ग 2 के निकट और और निकट होता 
जाता है। हम इस अपरिमेय संख्या को 2 का वर्गेमुल कहते हैं। हम यह पहले 
ही मान चुके हैं कि इसे संकेत ५/2 से व्यक्त किया जाएगा - 
.5.2 अपरिमेय संडयाएं 4/3, ५/5, ५/7 
जसा हमने ५«/2 की स्थिति में किया था उसी प्रकार हम दर्शा सकते हैं कि 

९3, ५/5, 4/7 भी अपरिमेय संख्याएँ हैं। हम उसी प्रकार इनके असांत 
अनावर्ती दशमलव निपरूण प्राप्त कर सकते हैं। ये निम्न हैं : 

५/३-- .7320508... 

१/5--2.2360680 ., 

९/7-2.64575॥3... 
॥.5.3 अपरिभेय संख्या : 


किसी भी वृत्त की परिधि (दाटप्रशाटि'आा००७) का उसके व्यास से (6ी&760- 
६6०) से अनुपात एक स्थिरांक (००7०४०श॥ं) हीता है और वह वृत्त की त़िज्या 
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पर निर्भर नहीं करता । इस अनुपात की # से व्यकत किया जाता है। हम 5 के 
बारे में विस्तुत रुप से इस पुस्तक के भाग ॥ में पढ़ेंगे । इसका दशमलव निरूपण 
निम्न है : 
3.444592.., 
4.6 अपरिमेय संख्याओं पर मूलभूत संक्रियाएँ 
.6.4 योग और गणन 
सभी घनात्मक परिमेय संख्याओं, चाहे वे पूर्ण वर्ग हों या नहीं, के वर्गंमूल 

निकालने के लिए हम घनात्मक अपरिमेय संख्याएँ जेसे कि </2, «/3, «/5 
इत्यादि प्रविष्ट कर चुके है । जो परिमेय संख्याएं पूर्ण वर्ग नहीं होती उत्तके अपरि- 

य वर्गमल होते हैं । हम अपरिमेय संख्याओं के अन्य उदाहरण भी देख चुके हैं । 
इन संख्याओं के साथ कार्य करने में समर्थ होने के लिए हम इन पर योग और 
गुणन की संक्रियाएँ उन्‍्हीं नियमों के साथ प्रविष्ट कर रहे हैं जसे कि परिमेंत 
संख्याओं के योग और गुणन के लिए थे। उदाहरणार्थ, थोग और ग्रुणन के 
क्रमविनिमेय (८णाएापएॉश्वाए2) और साहचर्य (3५८०टां४0४८) नियम, धनात्मक 
अपरिमेय संख्याओं के लिए भो सत्य हैं। 


इस प्रकार, यदि ७, , ८, तीन घनारमक अपरिसेय संख्याएं हैं, त्तो 
2--0--0--8, 8 >< 0--0+८ & क्रमंबिनिर्मेंध नियम 
(2--8)-|-2--४-- (9-7-0), (७ >८9) ०५०० »< (७>८ ०) साहचये नियम 
वितरण नियम (050779ए7/४८ ०७७) भी सत्य है। अर्थात्‌, 

(2-9) >< ९5-०३ >< ०-9 >८ ०, 2०५८ (9--7) 5-९ >< 8 +-०>< 0 
ध्यान दीजिए कि अपरिमेय संख्याओं के योग और गुणन के लिए हमने बसे ही 
संकेत प्रयोग किए हैं ज॑से परिमेय संख्याओं के लिए किए थे । 

परिमेय संख्याओं की भांति हम धनात्मक अपरिमेय संख्याओं में क्रम- 
सम्बन्ध (शेत्राणाड एा ०0०)भअर्थात्‌ 'से बड़ा' है और 'से छोटा है' वाले संबंध 


भी प्रविष्ट कर रहे हैं और इन सम्बन्धों के लिए हम वंसे ही संकेत क्रमशः 
'> और '“<<' प्रयोग करेंगे जंसे परिमेय संख्याओं के लिए थे। 
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.6.2 व्यलकलन ओर ऋणात्मक अपरिमेय संख्याए' 


अब हम, अपरिभेय संख्याओं के लिए व्यवकलन की संक्रिया योग के प्रति 
लोग (०६८) के रूप में उसी प्रकार प्रविष्ट करते हैं जिस प्रकार परिमेय 
संख्याओं के लिए को थी। इसमें समर्थ होने के लिए कि हम एक अपरिमेय 
संख्या में से दूसरी अपरि्मिय संख्या सर्दव घटा सके यह आवश्यक हो जाता है 
कि ऋणात्पक अगस्मिय संख्याओं को प्रविप्ट किया जाए। अतः हम प्रत्येक 
धनात्मक अप रिमेय संख्या के लिए --५/2,---4/3,--७, इत्यादि के प्रकार की 
एक संख्या निम्न गुण के साथ प्रविष्ट करते हैं : 
१/2-*(--/2)50 
४४3+(--४/3)5750 
गे +(--») 50, इत्यादि । 
प्रश्मिय संख्याओं वी तरह, ये संख्याएँ तदनुरूपी धनात्मक अपरिमेय 
संख्याओं की ऋणात्मक (7०2479४९४) कहलाती हैं तथा धनात्मक अपरिमेय 
संख्याएं इन संख्याओं की ऋणात्मक कहलाती हैं। 
ऋणात्मक अपरिमेय .संख्याओं को प्रविष्ट कर लेने के बाद व्यवकलन, 
योग की एक चबिशेष स्थिति रह जाती है । क्योंकि एक अपरिमेय संख्या, 
लदाहरणाथे 38, को दूसरी अपरिमेय संख्या, उदाहरणार्थ 9, में से घटाने के लिए 
हम ४9 में ७ का ऋणात्मक जोड़ सकते हैं । अर्थात्‌, 
. 9---७ 5 0 +-(--98) 
जब व्यवकलतन की संक्रिया को योग की एक विशेष स्थिति लिया जाता है तो 
इस पर वही नियम' लागू होते हैं जो योग के ज्िए होते हैं। 
.5.3 विभाजन और व्युत्कस 
व्यवकलन की तरह, हम अपरिमभेय संख्याओं के लिए विभाजन की 
संक्िया गुणन के प्रतिलोम के रूप में प्रविष्ट करते हैं । 
परिमेय संख्याओं की ही तरह, हम एक अपरिमेय संख्या के व्युत्कम 
(7<थंए7०८श) को संकल्पना भी उस संख्या के रूप में प्रविष्ट करते हैं जिसका 
दी हुई संख्या के साथ गुणनफल 4 के समान है । इस प्रकार, उदाहरणार्थ, 
हि जज हट के क्रमश :%/3, ७5, --७/7, ४ के व्युत्क्रमं हैं ॥ 
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इस देखदे ४ कि ऊपर हमते यह मान लिया है कि परिमेय और अपरिदेय 
“अयाओं को साथ लेकर भी हम अकगणितीय संक्रियाएँ कर सकते हैं। 
जउंदाहरणार्थ, हमें 2--</ 3.४ हक ], इत्यादि के प्रकार की संख्याएँ भी 
भाप्त हो सकती हैं । 
3.7 अपरिमसेय संख्याओं से युक्त व्यंजकों का सरलीौकरण 


हम कक्षा शा! में पढ़ चुके हैं कि जब हम दो परिमेय संख्याओं को 
जोड़ते या ग्रुणा करते हैं, एक परिमेय संख्या में से दूसरी परिमेय संख्या घटाते 
हैं, या एक परिभेय संख्या में अन्य शून्येतर परिमेय संख्या से भाग देते हैं, तो 
परिणाम सर्देव एक परिमेय संख्या ही प्राप्त होता है । उदाहरणार्थ, 


| 0 359 07 . «है... 
5 3 जो 4 अल के 

6 4, 3.4 _ ।5 
जा 6 अब आल आय 


दूसरे शब्दों में, अंकगणित की मूलभूत संक्रियाओं का प्रयोग करके 
परिमेय संख्याओं से बने किसी भी व्यंजक को सरल किया जा सकता है तथा 
उसका परिणाम एक परिमेय संख्या होता है । उदाहरणार्थ, 
( 6 ५८ डे गा 23 “9. 202_ ॥| 
प्र 23 464 |  767 रे 
परन्तु जब हम चारों अंकगणितीय संक्रियाओं का प्रयोग करके 
परिमेय और अपरिमेय संख्याओं दोनों से कोई व्यंजक बनाते हैं, तो व्यापक 
रूप में ऐसे व्यंजकों को सरल करना और परिणाम को एक सरल परिमेय था 
अपरिमेय संख्या के रूप में व्यक्त करता संभवत नहीं होता । उदाहरणार्थ, हम 


ट 4/5 ८ को है 
७/2--%3, १/2--, “3! इत्यादि जेसे सरल व्यंजकों तक को और अधिक 
सरल नहीं कर सकते । ह 


वास्तदिक सच्याएँ” । 


परन्तु हम यहे चाहेंगे कि अपरिमेय संख्याओं के भाग से युक्त व्यंज्ञकों 
को, यदि संभव ही तो, इस' प्रकार लिखा जाए कि उसका हर एक घनात्मक् 
पूर्णांक हो । उदाहरणा्थ, हम 


__ _:< ५2 पक 2 
टट १/27<९ ५/2 रे 
4. 49२ ०/3__44१/3 


उप की फिलड व व य 
लिखना चाहेंगे। जो बिधि हम यहाँ प्रयोग कर रहे हैं वह हुर का परिसेगकरण 
(एमराणाशोएश0ा जी तेलाएाएंध॥0) कहलाती हैं । हम हर के परिसेगकरण 
का एक अन्य उदाहरण देते हैं । 
उदाहरण + : / बज को सरल कीजिए | 
हुल : कक्षा ए। से हू मिम्न सूत्र के बारे में जानते हैं : 
(६--४७) (४--४७) ++ छी--97 
इसलिए, यदि हम 3---5/5 को 3--4/5 से गुण करें तो हमें (3)*-- (५/5)* 
ज्ू9--5 5-4 प्राप्त होगा। जत:, हम दी हुई भिन्‍न के अंश और हर दोनों को 
+-९/3 से शुणा करते हैं। इससे हर एक परिमेय संख्या बन जाएगा। हूमें 
निम्न प्राप्त होता है 
2-05 __(2--%८5) (34 */5) 
2५४५० * (3--४/०) (3-५४ ४) 
>__5-2%/2- 332 (५८2) 
(७3)-(४/ 5४ 
_50/5 8 5९/5 
थै 4. 4 
4.8 अपरिमेय संख्याओं का सन्तिकद सान सिकालना 


अपरिमेय संख्याओं की वर्गमल', घतमल, इत्यादि निकालने तथा समोीकरणों 
को हल करने जैसी अनेक गणितीय समस्याओं के ठीक-ठीक हल प्राप्त करने में 
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आवश्यकता पड़ती है। परन्तु अपने दैनिक जीवन में हम इनका कभी-कभी 
प्रयोग करतै हैं और इसी कारण हम इनसे कम परिचित हैं। सभी व्यावसायिक 
लेन-देत सें हम केवल परिमेय संख्याओं का ही प्रयोग करते हैं । साथ ही, सभी 
भोतिक मापन परिमेय संख्याओं के पदों में होते हैं। अतः, जब भी विज्ञान, 
वाणिज्य, इत्यादि की किसी समस्या के गणितीय हल में अपरिमेय संख्याएँ 
संबद्ध होती हैं, हम अंतिम उत्तर को परिमेय संख्याओं के पदों में देला 
चाहते हैं । ऐसे उत्तर बिहकुल दोक (९६४८५) नहीं हो सकते । क्पोंकि कोई भी 
अपरिसेय संख्या एक परिमेय संडया के समात नहीं होती । परन्तु, जेसा कि 
हम ऊपर कुछ स्थितियों में देख चुके हैं, हम किसी अपरिसेय संख्या के 
जितना निकट हम चाहें परिमेय संख्याएँ ज्ञात कर सकते हैं। यह कथन सभी 
अपरिमेंय संख्याओं के लिए सत्य है, यद्यपि हम इसे इस स्तर पर सिद्ध नहीं कर 
सकते । वास्तव में जो हम करते हैं वह यह है कि हम अयरिमेय संख्याओं के 
स्थान पर उनके सन्निकट (49070%ग्रा॥/०) मान रख देते हैं। ये सन्निकट 
मात अपरिमगेय संख्याओं के दशमलव निरूपणों से निश्चित दशमलव स्थानों 
तक मान ज्ञात करने से प्राप्त होते हैं | उदाहरणार्थ, यदि हम दशमलव के केवल 
तीन स्थानों तक के मानों का प्रस्पेण करें तो 

४2+-ल्‍-4.4]4-+---2.44 


%/३-.. ./25-.732 -. -.44--0.38 
*४3+॥ _ .732+] _ 2.732 __ 
४ 2--2  नवाद+2छझा उदाद 0.800 


यह ध्यान देने योग्य बात है कि दाई ओर दिए हुए मान बाई ओर दिए 
ष्यजकों के मानों के केवल सन्निकटन (49]770द776४075) ही हैं । 


अधिकांश भौतिक समस्याओं में दशमलव के केवल तीन स्थानों तक ही 
कार्य करना पर्याप्त रहता है। यदि अधिक स्थानों तक कार्य कर ने को आवश्यकता 
है तो हम ऐसे मान सारणियों की एक पुस्तक में से ले सकते हैं जैसा कि एकक 
शत में सुपष्ट किया गया है । 
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प्रश्तावली 4.2. 


*+|, सिद्ध कीजिए कि ५/2 एक परिमय संख्या नहीं है । 


2. %/2 के लिए प्रयुक्त विधि का अनुसरण करते हुए ५/3 के दशमलव 
निस्ूपण में पहले चार अंक प्राप्त कौजिए 


3. 40 अपरिमेय संख्य।एं .लिखिए 

4. निम्न में से कौन-सी संख्याएँ परिमेय हैं और कौन-सी अपरिमेय ? 
6) <ू (7) +५/5 (07) +- /3 (0ए) 3-«/३ 

» (५) 0.2020020002... (दो क्रमागत 2 के बीच में शूत्यों की 

संख्या अःनश्चितकाल तक बढ़ रही है) 

5. 5 दशमलव स्थानों तक .2057--4/5 को परिकलित कीजिए 

6. /2 और <«/3 के दशमलव के 2 स्थानों तक मान लेकर. 
५/29»4/3 का मान ज्ञात कीजिए 


7, 3 दशमलव स्थानों तक को परिकलित कीजिए। 


2 
8. 3 दशमलव स्थानों तक हक कु -+-%/3 को परिकलित कीजिए । 
9 
सरल कोजिए : 


५9. ४3--%४2 
पते 


2 
्ः 
बज ५ 3-४ 3 





.9 वास्तविक संख्या की संकल्पना 


अब हमें दो भ्रकार को सख्याएँ ज्ञात हैं। ये हैं परिमेय संख्याएँ और 
अपरिभेय संख्याएं। परिमंय सख्याओ के.दशमलव निरूपण 'सांत अथवा “असाति 
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आवर्ती' होते हैं जबकि अपरिमेय संख्याओं के दशमलव निरूपण' 'असांत अनावर्ती' 
होते हैं। थे दो प्रकार की संख्याएँ मिलकर वास्तविक संख्याएँ (को 
घाएावशा) कहलाती हैं । इस प्रकार, वास्तविक संख्याए वो प्रकार की होती हैं, 
पहुली परिभेध और तूसरी अपरिमेय । 


.0 मास्लबिक संख्या रेस ए 


हम सीख चुके हैं कि परिसेय संख्याओं को संख्या रेखा पर किस प्रकार 
मिरूपित किया जाता है ! साथ ही, अनुच्छेद [.2 में हमने देखा था कि संख्या 
रेखा पर समी संभव रेखाखंडों की लम्बाइयाँ ठीक-दीक सापते के लिए अकेली 
परिमेय संख्याए ही पर्याप्त नहीं हैं। हमें ज्ञात हुआ था कि आक्ृति ॥.4 में' 
रेखाखंड (9 को जिसकी लम्बाई  सात्क की भुजा वाल वर्ग के विकर्ण के 
बराबर है, एक परिमेय संख्या के पदों में व्यक्त नहीं किया जा सकता | अतः 
संख्या रेखा पर 9 एक परिमेय विदु नहीं है । हम ऐसे जितने चाहेँ बिदुओं को 
रचना कर सकते हैं । इस अनुच्छेद के बाद हल किए हुए उदाहरणों में ऐसे कुछ 
बिंदुओं की शचना की गईं है। अतः, जब संख्या रेखा पर सभी परिमेय 
संख्याएँ बिदुओं हारा निरूपित हो जाती हैं तो संख्या रेखा के सभी बिंदु समाप्त 
नहीं हो जाते । दूसरे शब्दों में, वहाँ बहुत से रिक्त स्थान रह जाते हैं । 


परिशुद्धत: अपरिमेय संख्याएँ इन्हीं रिक्त स्थानों को भरने के लिए खोजी 
गई हैं। जब संख्या रेखा पर सभी परिसेय और अपरिशेेय संख्याएँ अर्थात्‌ 


सभी बास्तबिक संख्याएं निद्धपित कर दी जाती हैं तो वह वास्तविक संख्या रेखा 
(ए2न्रों )्रणा0९८हघर९) कहलाती है। 


आप उच्चत्तर अध्ययन करते समय यह सीखेंगे कि जब संख्या रेखा पर 
सभी वाह्तविक संझ्याएँ निरूपित हो जाती हैं तो रेखा पर कोई रिक्त स्थान 
नहीं रहता | हम संख्या रेखा पर एक स्वछ्छिक वास्तविक संख्या (जहा 
7९8 गपाए/००) की रचता नहीं करेंगे और अपने को केवल कुछ सरल 
अपरशिमेय संख्याओं की रचना तक ही सीमित रखेंगे । 


उदाहरण 2 : अपरिसेय संख्या 4/5 को संख्या रेखा पर भिरूपित 
कीजिए । ह 
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हल : हम देखते हैँ कि 5--2--2£ है। इसलिए हम ५/5 की एक 
समकोण त्रिभुज के कणण की लम्बाई के रूप में रचता कर सकते हैं जिसकी 
भुजाओं की लम्बराइयाँ क्रमशः | और 2 हैं । 





आक्ंति .2 


मान लीजिए 0७% एक संख्या रेखा के जिस पर (), संख्या 0 तथा &४, 
सख्या | को निरूषित करता है । (देखिए आकृति 4.2) (00 पर एक लम्ब' 
रेखा 23 खींचिए और उस पर बिदू छि इस प्रकार अंकित कीजिए कि 
83 52.06 हो | तब, 


(282 --- (085 -- 3 8* 
सः-+ 4 
प्ले 


अब 0> पर 0 के दाईं और एक बिंदु ? इस प्रकार अंकित कीजिए दि 
(07--08 हो । तब, 9 अपरिमेय संख्या 4/5 को निरूपित करता है । 
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उदाहरण 3: वास्तविक संख्या ५/[0 को संख्या रेखा पर निरूपित 
कीजिए । 


हल : उदाहरण 2 की हो तरह हम देखते हैं कि 
0 -%-|-3* है । 





आकृति .3 


मान लीजिए (0४८ एक संख्या रेखा है जिस पर 0), संडया 0 तथा 8, संख्या 
। निरूपित करता है। (देखिए आकृति .3) 0. पर एक लम्ब रेखा 48 े 
खोंचिए और उस पर बिंदु छे इस प्रकार अंकित कीजिए कि &8--3.0& हो । 
तब, 
(085-- 0,44-). 032 
न न9 
ल्‍्--]0 


अकल()> पर 0 के दाई ओर एक बिंदु (७ इस प्रकार अंकित कीजिए कि 
0०९(३१--०४ हो | तब 0 संख्या ५/0 निरूषित करता है। 
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प्रदनावली ॥.3 
लिम्त संख्याओं को संख्या रेखा पर निरूणपित कीजिए : 
4. [5 2. व 
3. तह 4. ३-८2. 
5. ॥---/2 6. «/2-. 


#प संख्या ५/3 को संख्या रेखा पर निरूवित कीजिए । 


58. संख्या रेखा पर ऐसे बिंदुओं के पाँच उदाहरण दीजिए जो परिमेय 
बिदु नहीं हैं । 


एकक वी 


घातांक और करणी 


हम घातांकों की शब्दावली सीछ चुके हैं और घातांकीय संकेतन में लिखी 
संख्याओं के गुणा और भाग करने के आधारभूत नियमों के बार में 
अंध्यपन कर चुके हैं। अब हुप धनात्मक् चाह्तविक संख्याओं की घा्तों 
का अध्ययन करेंगे। साथ ही, हुम उस स्थिति पर विचार करेंगे जब 
घातांक एक परिभेय संख्या है । 


2.! फश्िका 


अपनी पिछली' कक्षाओं में, हमने परिमेय संस्थाओं के वर्गों, घनों तथा 
अन्य पूर्णांकीय घातों के विषय में पढ़ा था | उदाहरणार्थ, ($)? को ह की द्वितीय 
घात्‌ (६2०णा०े ए0एश) या ह का बर्ग या | पर घार्ताक 2 या ३ बे पढ़ा जाता 
है । 


साथ ही, यह कि (तु जनक >८ न 
20 जल 
एि, [>ठाा। ऑव््द्ाल सा उप 
इसी प्रकार, (-4-) हुः इंद्र 


आपको याद होगा कि ऊपर लगा संझ्यांक (ग्राष्माटा8) घाताक (छक्णाशाई 
या ४४) कहलाता है। वहू सैंख्या जिस पर कोई घातांक लगा हो आधार 
(85९) कहलाती है। इस प्रकार, (8)* में ह आधार है तथा 2 घातांक है। 
इसी प्रकार, (६)-* में $ आधार है तथा! --3 घार्ताक है । 


५ 
श्र 
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हमने अब अपने संख्या निकाय को विस्तृत कर लिया है और वास्तविक 
संख्याएँ प्रविष्ट कर ली हैं। अतः, हम घनात्मक वास्तविक संख्याओं की 
घातों के बारे में अछग्रयन करना चाहेंगे । परिभेय संख्याओं की ही तरह, जब 
एक वास्तविक संख्या को स्वयं उसी से गुणा किया जाता है तो जो हमें प्राप्त 
होता है उसे हम उस वास्तविक संख्या की द्वितीय घात या चर्ग कहते हैं । 

उदाहरणाथे, ५/29< ५/2 संख्या ५०2 का वर्ग है और इसे (५/2)* लिखा 
जाता है। वास्तविक संख्याओं की उच्चतर घातों को भी इसी प्रकार 
परिभाषित किया गया है। 
इस प्रकार, (६&/3)*--«/३ »८ ५/३3 »< ५/3 » ५/3--3 ८ 3--9 

(३/3)१5-९/5 २८ 4८5 & ९/55-(५/३७ २ ९/5) ४ (६/३)5८४७४ 
दूसरे शब्दों में, यवि 9 एक धन्ात्मक वास्तविक संख्या है तथा ए एक 


धनपुर्णाक है तो 9" उन पा गुणनखंडों के गुणनफल को व्यक्त करता है जिनमें 
से प्रत्येक 9 है । अर्थात्‌, 


97--४ >< 9 »< ... 9 (7 गुणनखंड) 


परिमेय संखयाओं की ही तरह, हम परिभाषित करते हैं कि 0?--7 कषबकि 
वास्तविक संख्या 9 शन्‍्य के बराबर नहों है। 


इस प्रकार, 
(/2)"-4, (६/3)"७), (५/5)"5, ४९--, इत्यादि । 


यह स्पष्ट है कि एक वास्तबिक संख्या की प्रथम घात स्वयं जहु संख्या 
ही होती है । 
इस प्रकार, 


002 ८9: १०००४ ( ३ ) नस इत्यादि । 








आपको याद होगा कि हम ह के लिए 3-7? न के लिए 3-*, 


लड़ के लिए (-5-) , इत्यादि लिखते हैं । इसी प्रकार, हम 
(१/2 ताक के लिए (६/2)-5, इत्यादि लिखेंगे । 


ह्फ के लिए 
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अत: परिमेय संख्याओं को ही तरह, यदि 9 एक वास्तविक संख्या तथा 

7 एक धनपूर्णाक है तो हम निम्न ब्यं जक को 9: से व्यक्त करते हैं : 
की ज.अट लटक 
ए9>८०7< ... >< 0 


|| 
अर्थात, 7 -- न 


» (हर में । गणनखंड) 


श्र 


प्रशनावलो 2.8 


4. निम्न संख्याओं में से प्रत्येक में आधार और घातांक लिखिए : 
6) (६४/2)" (69) (७४2) (08) 2 6५) (४४) (९) (४? 
(श) 8४९ (सी) (६४2) (शत) 
2, निम्न में से प्रत्येक को घातांकीय संकेतन में लिखिए : 
(9) ७/2><4/2>< */29< /2 (॥) 4/3 »< ५/३ २८ ५/३3 
हा) 4... 00) ई 
(२) धरम > 7 :+< द्वार 
+3. 3 और ३ में से प्रत्येक को दो भिन्‍न प्रकारों से घातांकीय संकेतन में 
लिखिए । 
4. निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 
() (3७०) 0) 3 (४/)९ (70) (%/2)* 


6०) (६/३)९ (४) ४# 
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2.2 संब्वाएं जिल्‍के घार्ताक परिमेत संखपा एं हैं 
हम जानते हैं कि 27-+4 होता है । हम इसे 47 -> 2 के रूप सें भी 
लिख लेते हैं। इसी प्रकार, चूँकि 
38--9, अत: हम 97 _. 3 ; लिखते हैं; 
33--27, अतः हम 277 -- 3, लिखते हैं ; इत्यादि 
ब्यापक छूप में, पदि 9 और 9 दो घवात्मक वास्तविक संख्याएं हैं तथा 
॥ एक धतपुूर्णांक इस प्रकार है कि 9० --8७, तो हम इसे 872-- भी लिखते हैं । 
उदाहरणार्थ, (६८2)? --2 है । अत: हम हे ५/2 लिख सकते हैं। 
इसी प्रकार, हम 5 है. ५/5 लिख प्षकते हैं। 
. अब एक नियम सोखने फरे लिए हम दो उदाहरणों पर विचार करते हैं। 


उदाहरण 4 ; आइए (५/2)" पर विचा' करें | 
हल : हम जानते हैं कि 
(५/2)९-->«/2>< ५८2 >< “2 >< ५/29< ५/2 *< ५/2 


+-(२/22८ ५/2) ८ (६८22८ 4/2)  (५/2>< ५/2) 
नच्ट 9८ 2 9< 2--23 


्य5 
परन्तु हम 4/2 ++ 2 छ्लिख सकते हैं । | 
अतः, हमें ज्ञात होता है कि (27) -- 2727 ... 2 
उदाहरण 2 : आइए (५/3)-*5 पर विचार करें। 
हल ; हम जानते हैं कि 


(४9 हउक 


न्त्ख्ज््छ्»ख्व्स्ञज््ज्क 


56 
श्र 
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परन्तु हम ५/3 +- 37 लिख सकते हैं। 
अत: हमें प्राप्त होता है कि (3१) * आग अल 
उपर्युवत उदाहरणों से निम्न नियम स्पष्ट होता है . 
यदि ४ एक धनात्मक वास्तविक संहया है तथा 7 और # ऐसे पूर्णाक हैं 
कि 9 धनात्मक्त है, तो 
मे धर 
(97 ) न 
दूसरे शब्दों में, ॥* की गा यीं घात 85 होती है। 
अब हम इस नियम का प्रयोग करते हुए कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उवाहरण 3 : (8) ह का मान जशात कीजिए । 
हल : उपयृक्‍त मियम से, 
, (8) (8४) 
अब 20-52%> 2» 25-58 यह दर्शाता है कि 8.02 है । 
अत:, 8 -- (8)2--2१--2 +८ 2--4 
सदाहरण 4 : (6 )* का मान ज्ञात कोजिए। 
हुल : उसी नियम से, 
(6)*-- (6$)» 
साथ ही, 24552 2८2 ८22८ 2--6 है इसलिए (6)*--2 है । 
भतः,.. (6)7-- (67)% 29 ->2 »८2 2८2--8 
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प्रश्चावली 2.2 
8. निरुत का मान ज्ञात कीजिए : 


(0) (64)* (9) (39) 
68) (27) * 60) (25) * 
(ए) (256) * (र) (44)* 
(शा) (8) * गा) (जद) 


2. निमरुत का मान ज्ञात कीजिए : 
() 4--(64)# 
(४) 0-..(8) 
2 3 घातांकों के नियम 


2.3,8 अब हम एक हो आधार वाली घातांकीय संकेतन में लिखी उन 
संख्याओं के गुणन का अष्ययन करते हैं जिनमें अब आधार एक धतात्मक 
अपरिमेय संख्या भी हो सकता है । हम कक्षा शा में देख चुके हैं कि जब' 
हम ($)7 को ($)” से गणा करते हैं तो हमें संडघा (६)२+०--($)8 प्राप्त होती 
है | व्यापक रूप में, यदि हम एक ही परिमेय संख्या के आधार वाली घातांकीय 
संकेतन में लिखी दो संख्याओं का गुणा करते हैं तो हमें उसी आधार वाली एक 
संख्या प्राप्त होती है जिसका घातांक दोनों घातांकों का योग होता है । अब 
हम कुछ उदाहरण लेते हैं जिनमें, उभयनिष्ठ आधार एक अपरिमेय संख्या है । 

उदाहरण 5 : (९५/3)4 और (५/3)7 का ग्रुणा कीजिए और गुणनफल 
को घातांकीय संकेतन भें लिखिए । 


हल ; हम जानते हैं कि 
(%/3)£7-%/3 ८ ५४३ २८ ५/3 ८ ५/३ (चार गृणनखंड) 
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तथा, (१/3)2--५/८3 %८ ५/3 ६ ५/३3 (त्तीन ग्रुणनखं ड ) 
अत:, (५/3)* :८(५/3)१-५/3 ८ ५/3 >८ ५४3 ८ ५/३ (4 गुणनखंड) >< 
१/३3०८९/3 ५८ ५/३3 (3 गुणनखंड) 
२२%/३ १८ 4/३3 ३८ 4/3 >< ५/3 ५८ ५/3 » ५/3>< ९/3 
(4--3--7 गुणनखं ड) 


न+(६/3)7--(५८3)/+ 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि 
(4५/३)* ०८ (५/3)?-(५/3)/+2 
क्या आप दर्शा सकते हैं कि (५/3)//3-- (५/3)7--274/3 है ? 


उदाहरण 6: (५/2)? और (५/2)९ का गुणा कीजिए और गुणनफल 
को घातांकीय रूप में लिखिए । 

हल : हम जानते हैं कि 

| (५/2)%-५/2)८५/2 9८ 4/2 (तीन ग्रुणनखंड) 
तथा, (१/2)5--4/22<८4/2» 4५/2>८ ५८2५८ ५/2 >८ ५/2 (छ: गुणनखंद्) 
इसलिए, (%५/2)7 ८ (५/2)९-५/2 ५८ ९५/2 »८ ... (3--6--9 गुणनखंडों तक ) 
२-(/2)१ 5 (५/2)7+6 
अतः, हम देखते हैं कि 
(४2) 2 (५/2)" + (५/2)7+ 

कया आप दर्शा सकते है कि (५/2)3+5--(५/2)?--64/2 है ? 


उपर्युक्त दो उदाहरणों में दोनों घातांक घनात्मक थे। अब हम दो 
उदाहरण ऐसे लेते हैं जिनमें एक घातांक ऋणात्मक है। 


उदाहरण 7 : (५/2)" और (५/2)-* का गुणा कीजिए । 
हल : हम जानते हैं कि 
(१/2)%-4/2 ८ ९/29< ५/2 ०८ ५/2 »< «/2 (पाँच गुणनखंड) 


घातांक और करणी 


3] 
् ] ] में , 
तथा, (५/2 3 त्ण्श्क््ः हक 9 उज्फुक ८ जडछ (हर में तीन गुणनखंड) 
अतः, (७/2)7 >< (६/2)--- ५८2 > 4/2 ६ ९६/2 »< ५/2 »< ५/2 
है । 
26 वलनलनन>»->कम+.क »9»+ >> 5++-म>+«नन>+«+9न«+«+ 
१/2> 42 ८ ५2 
__> ८22८ 4८2 2८ ५/2 2८ १2 >८ «/2 
१५८2 2<८4/2>< 4५/2 


(अंश में पाँच गुणनख्धंड तथा हर में तीन) 
रु ह्‌ 


हम हर के तीन ग्रुणनखंडों (प्रत्येक ५/2) को अंश के तीन गुणनखंडों 
(प्रत्येक 4/2) से काट सकते हैं। तब अंश में 5---3 --2 ग्रुणनखंड शेष रह 
जाएँगे । इस प्रकार, हम देखते हैं कि 


(४८2) 2 (६८2)-85-९/22८९/2- (५/2)75(९/2)7०३ 
अर्थात्‌, (७2) * » (६/2)77-- (६/2)*-$ 


हम देखते हैं कि हम 5---3 को 5--(---3) भी लिख सकते हैं। अत: हम यह भी 
लिख सकते हैं कि 


(५/2)7 ८ (५/2)775-(५/2)*70% 
या आप देख सकते हैं कि (५/2) ८ (4/2)-5--2 है ? 
उदाहरण 8 : («/3)5 और (६/3)-7 का गुणा कीजिए | 
हल : हम जानते हैं कि 
(४/3)*--4/३ >८ ५८3 ८ ५/3 ८ ९५/3 (चार गुणनखंड) 


्‌ जा श्र 
तथा, (९/3) एज 





न््यप्प्र्ख्य्््प्र्स्त्स्य्स्स्र््म्य्ख् ५३ ] 
(हर भें सात गुणनखंड-) 
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अतः,.. (३८3) * २८(३/३)-7 5०९८३ १ ९/३ २ ९८3 २६९८३ 
|| 
? छड़ाए5ठउ 53 छ 35% कउ+३ १/उ २ ५/३ 


४०452०23505/3 00% 5 
03% 3 १3 >€ ९/७ 2६ ९/3 ><९/3 >८ ९/ 3 


हम देखते हैं कि क्षृंग में चार शुणनखंड (प्रत्येक4/3) हर के चार गुणन- 
छुंडों (प्रत्गीक 4५/3) मै कट जाते हैं। इस प्रकार, भें 7--45--3 ग्रुणनखंड 
शर्ट जाते हैँ । अतः, 


(%/3) दर 2 (%/3)- एफ्रप्रए5 (73४ (रा ) ) 


इस प्रकार, (७/3)$ »८ (५/3)77 >5(५/3)-7--(७/3)70-४9--(५१/3) ९८7 
हम देखते हैं कि हम इसे भिम्न रूप में भी लिख सकते हैं : 
(/3+(४3)-7७(४3)#८०. 
घया आप देख सकते हैं कि (६/3)* «४ (९/3)-7 जज है? 
अब हम ग्रुणनफल 9" >८ 9० की व्यापक स्थिति पर विचार करहैे हैं 


जहाँ 9 एक धनात्मक वास्तविक संख्या है तथा ४0 और 7 पूर्ण संख्याएँ हैं । 
तब, 


ए७--४ २८ 99८ ... 2 ग्रुणनखंडों तक 
तथा, 95-5० >८०>< ...7 गरुणनखंडों तक 


अतः,. 9" %८87०--(0 ८० >८ .. 78 गुणनखंडो तक) >< (9><9> ... ए 
गुणनखंडों तक) 
_ै्+09< 99 ... 77--7 गरुणनखंडों तक 
सच किक 


इस प्रकार, 97" »< 8"-- 8"+* 
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हम इसकी जाँच कर सकते हैं कि यह परिणाम उस स्थिति में भी सश्य 
है जबकि 7 या 7 या दोनों ही शून्य के बराबर हैं। 
अब, मान लीजिए 7 और ॥ ऐसी पूर्ण संख्याएँ हैं कि 9>7 है। तब, 
0० >८ 977 -- 9” >< ््ि 
__ 02४9 >»<...ए गुणनखंडों तक 
००८४० >< .... गुणनखंडों तक 
-+ 02८0 >< ... (7--7) गुणनखंडों तक 
हम देखते हैं कि चूँकि 7:>] है, अत: 77-->0 है । 
इस प्रकार, ह० »< ॥7"--"४७ 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि जब 7) «& 7 है, तो 
मल आल मल 


यह ध्यान देने योग्य बात है कि हम 0" »< 9” के लिए भी लिख 


सकते हैं। इस प्रकार हमें निम्न व्यापक नियम प्राप्त होता है: 
यदि 9 एक धनात्मक वास्तविक संख्या है तथा 7 और ॥ पूर्ण संख्याएं 


७" >८ 9"-- 90५० 
तथा, न न फ़ >< ए" 3 प्ाए-* 


हम देखते हें कि जब हम एक ही आधार वाले दो घातांकियों (७(फुणाशा- 
(5) का गणा करते हैं तो घातांक जुड़ जाते हैं तथा जब हंस एक को दूसरे से 
भाग देते हैं तो भंश के घातांक में से हर का घातांक घट जाता है । 

हम यह मान लेते हैं कि उपर्यकत नियम उस स्थिति में भी सत्य है जबकि 
घातांक ॥॥ और ॥ परिमेय सख्याएं हैं ' 

घातांकियों के गुणनफल के उपर्युक्त नियम को गुणनखंडों की परिमित 
संख्या तक के लिए लागू किया जा सकता है । इस प्रकार, 

8० >< 07 >< 07 »< ... >€ फ >> शनरितशक न टन 
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जहाँ 9 फोई धनात्मक वास्तविक संख्या है तथा 0, ॥, 0, ...57 परिभेय संख्याएँ 
हूँ ॥ 

हम कुछ और उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण 9: («/2)* > (५/2) “| का मान निकालिए ! 

हल : हम देखते हैं कि आधार एक ही हैं| अतः गुणन में घातांकों को 
जोड़ना पड़ेगा । इसलिए, ु 

(/2) ८ (६८2) 7 रन (९/2 हैएव + (९/2) 7 ++ (४2) 
| ] 


(७ .53 
उदाहरण 40 : (0/5)7 हर (५/5) का मान निकालिए । 


हल : पुनः आधार एक ही हैँ । अतः, गुणन में घातांकों को जोड़ना पड़ेगा । 
हमें निम्त प्राप्त होता है : 


(/5)7 » (३/5)7* - (४9 ८ (३/5) 7 -(५/5)-* 


ध्न्न््् 





(/०)* 
. (/5>%<5/5)%(६/25/०) ३२३ 
व 
.. ठंड 
प्रदनावली 2.3 


5. निम्न में से प्रत्येक को घातों के गुणा या भाग के रूप में इस प्रकार व्यक्त 
कीजिए कि उनमें & और ४ दोनों (धनात्मक मानिए) केवल एक बार 
आएँ और सभी घातांक धनात्मक रहें : 


... 3-श0-3 ० अल 
0) व्चछत्का (6) (६5) 
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कि (9) 
का 


2. भिम्न में से कौन-कौन सत्य हैं ? 
. 0) 3% ५८ 20 -- 38+3 () 35५८ 20 
0) (४८2)? *< 25:(5/2277 
(9) (५८2)? »< 2--(५/2)7/£ 
(२) (६/5)8 » 4/23 - (२/5)भत 
(शं) (५5) 9८ 4/25 --(5)8+8 
(शा) 35» 22-- 6 
(शत) 872--877--७- ९, 9 धनात्मक है 
(00 (५८2)*-+(६/2)"-(५/2 
(०) (५/3)7 »< (६/३)१-(५/3) 
(50) 8&*-:-8% ->9*, 9 घनात्मक है 
(07) 8*-:-७९ --०-ह, & धनात्मक है 
(पी) 87 ८8-77 --87, 8 घेनात्मक है 
3, बिम्न में से प्रत्येक में [ निर्धारित कीजिए : 
(89 (६/2)"--(५/227- (६/2)'- 
(0) ($/3)7 -+ (६८3)-*--(९/3)/#7 
(7) (४८2)7 >< (६/2)”7 --2' 


22+8 


2.3.2 गब हम घातांकीय संकेतन में लिखी एक वास्तविक संख्या की घात के 
लिए कोई नियम खोजने का प्रयत्न करते हैं। 
उदाहरणार्थ, निम्न पर विचार कीजिए : 
[((९५/2))979--(५/2) « (५/2)7 
आधार एक ही हैं। अत:, गुणन में घातांकों को जोड़ना पड़ेगा। हमें निम्न प्राष्त' 
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होता है 
[((६८2)77-- (६/2)"7०७-(५/2)१ 55 (५/2)7/2 
आइए कुछ और उदाहरण लें । 
उदाहरण ।] : (»* पर विचार कीजिए । 
हल : हम जानते हैं कि 
(आर )* जतग्ा 4 9८ गम गा फटकार ८ क 4 
अब आधार एक ही हैं । अतः, ग्रुणन में घातांकों को जोड़ना पड़ेगा । हमें निम्न 
प्राप्त होता है : 


(ग+)7 ्-व्रा3+ऋ%+४++4 -_ जड० ->दाकर5ठ 
उदाहरण 2 : पुन: [( ५४5) 8 ” पर विचार कीजिए । 
हल : हम पढ़ चुके हैं कि 





. (३/5॥ ८ (६०5)₹ (२०5) ५ (२/5)7)८ (५४5) *,८ (०७६ 
] 
ल उम्भमक आप 
] 


3.2(-०69) 


नत्ट्‌छ्ुम-(७८5)7*5(७४४/5)7 
उपर्यकत उदाहरणों से निम्त नियम स्पष्ट होता है : 
यदि 9 एक घनात्मक वास्तविक संख्या है तथा एा और ॥ पूर्णांक, तो 
(0")४ मी । 
अब हम एक अन्य नियम खोजने के लिए कुछ उदाहरणों पर विचार 
। 
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उदाहरण 3 : आइए 27 पर विचार करें । 
हल : अब, 24 -- (24)8 -- (4/2)8 -- (३/2 »८ १/2) »८ १/2--24/2 
पुन,. (20१ -. 87 ->९/8 ++०/व:3-24५/2 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि 2722 8 )४ 
उदाहरण 4 : पुनः , (277 पर विचार कीजिए 
हल : अब (27)2-- (277) 
साथ ही, 27553 *८3 ५८3 --3% है। अत्तः (27) ८ है । अतः हमें निम्न प्राप्त 
होता है: 
(27)7 +- (3)8 ++ 9 
पुनः, (27)% - (27)८27]7 
| [38 )८ 38 8 न्न्् 6) -- (39+9+0+ 
--[37 ८ 39८ 30 7--39--9 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि 
((27)%* «(27 
उपर्यक्त उदाहरणों से निम्न नियम स्पष्ट होता है: 


यदि 9 एक धनात्मक वास्तविक संख्या है, ए॥ एक पूर्णांक है तथा 9 एक 
खनपरर्णांक है, तो 


(0") » ++ ४७* 
उदाहरण 45: ( 45 ) व्र धर विचार कीजिए । 
हल : हम जानते हैं कि 4-७ १/4--2 है। अतः; 
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अब, 4* _.. (4०) -. (64) * -- (6 3८ 4)* 
न(25/2)4* 
-२25/255(%/2)* 
इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है कि 
(4* ) के 4३ 
उपर्युक्त उदाहरण से निम्न नियम स्पष्ट होता है: हि 
यदि 9७ एक धनात्मक वास्तविक संख्या है.तथा ए और 5 परिमेय संबयाएँ 


(707 )'--80 
उदाहरण 46 : यदि (९/2 )? | (१/2) ्ट हो, तो & ज्ञात कीजिए । 
हल : उपर्युक्त नियम का प्रयोग करने पर हमें निम्त प्राप्त होता है: 


5 325, 6 
बाम पक्ष --((५/2)77 -.. (./2) 9 +-(«५/2)» 


ने 


त्&) श8+ 7 
अतः, (%/2) 5 +-(६/2) 
5 
इसलिए के कौ 248+- जिससे, [5 55 44+-2, 
भर्थात्‌, . 48753 
ह॒ 43 ४ 


और इसलिए, &्तचत्न्ूू 


प्रश्नावली 2.4 
4. निम्न में से कौत-कौन सत्य हैं और क्‍यों ? (& सदेव घनात्मक है) 
6) (४7४५८ 2)-2--877 (7) (७ >८ 8)-७७7 
() (80 >८8-7)0-४ (ए) (8 >< 8:7)5-- 8 
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(९) (४2 >% (५/2)77- ७/2)77 
(ए) (६८2) » (६/2)77 न 
2, निम्न का मान निकालिए और परिणाम को घाताँकीय संकेतन॑'में 
ध्यक्त कीजिए 
0) ((४/2)7 « (५/2)77₹ थी) (५८2) »< (५/2) 7३४ 
00) (/३६+(०३१०.. 6० ्थटकज- 
3. यदि 3 »< (६८3) ८ (७४3)*--3 ><१/3 हो, तो 9 ज्ञात कीजिए । 
4. यदि 2८ (५/2)5,८ ((/2) * _.. (./2)*# हो, तो 8 ज्ञात कीजिए । 
2.4 करणियों का सरलीकरण 


आपको याद होगा कि $/25"-2*,' 2 का वसूल कहलाता है, */355 
35, 3 का वर्गमूल कहलाता है । साथ ही 8*--2 है और हम इसे 8 का तृतीय 
मूल (0४0 700०) या घनमूल (०५०6 70०) कहते हैं। इसी प्रकार, (8)* 
“53, 8 का चतुर्थमूल्न (007077 7000) कहलाता है। व्यापक रूप में 

यदि 9 एक धनात्मक वास्तविक संख्या है तथा # एक धनपूर्णाक है तो 
धनात्मक वास्तत्रिक संख्या &5, 3 का॥ वाँ मूल (॥ 7000) कहलाती है 
ओर इसे १/० से भी व्येक्त किया जाता है । इस संकेत में, जो एक करणी 


(780०) कहलाता है।.7 की करंणी का घातांक (06% ०ए 9 ःब्र॒णट) 
कहते हैं। साथ ही ४ करणीमत राशि (780/८७70 ) कहलाती है । 


टिप्पणी : () जब ॥ जन है तो 8० --४5--३७ और तब १/६ -- स्वयं 9 होगा 
(॥) जब 75-52 है, तो करणी चिह्न के साथ घातांक नहीं लिखा जाता 
है जेसे कि हम पहले से ही वर्गमूल के लिए ६/? का प्रयोग करते रहे हैं । 


अब हम एक ही घातांकों वाली करणियों के गुणन के लिए एक नियम 
खोजने के लिए-दो उदाहरणों पर घिचार करते हैं | 
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उदाहरण 47 : ५/9» ५०6 का मान निकालिए । 


हल : हम जानते हैं कि 3ः--9 है । अत: ९५/9--3 है । साथ ही, 4/5-6 
है और हमें ५/ 6--4 प्राप्त होता है । 


अत:;, ९५४9 >१त6553 >(45-2. 
आइए अब </ठद्त॒ढह्व का मान निकालें ! 
हम जानते हैं कि 99८6-5-445--(2)? है। अतः हमें प्राप्त होता है कि 
९/9)6 -- 2 
हम देखते हैं कि ५/9»८ ५/6 - /9 >त6 
उदाहरण 48 : ३/23 » 3/8 का मान निकालिए । 
हल : हम जानते हैं कि 27-53 »८ 3 ५८35-39 है। अत: हमें निम्न प्राप्त 
होता है : 


57 _ (27) - 3 
साथ ही, 85-2><2 » 25527 है । अतः हमें निम्न प्राप्त होता है : 

+/8 -- (8) -- 2 
अतः, 27 »* ३/६४ ₹₹3 # 25"56 
अब हम ३/27 76 का मान निकालते हैं । 
हमें प्राप्त होता है कि 27 /8--265-6 »८ 6 > 65567 
अत: 

35778 - (273८8) -6 
हम पुनः देखते हैं कि ३८57» ३/8 5 ४57 ><8 

हम देखते हैं कि जब हम एक ही धघातांक वाली दो करणियों का गुणा 

करते हैं तो हमें उसी घातांक वाली एक करणी प्राप्त होती है जिसकी करणी- 


गत राशि दोनों करणीगत राशियों का गुणनफल होती है । इस प्रकार, हम कह 
सकते हैं कि 


सदि & और ४ धनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं और 9 एक घनपूर्णांक 
है, तो 





१/8 >< ९॥) ++ ३/३ > 5 
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अब हम दो उदाहरणों पर विचार करते हैं जो एक करणी को उसी 
घातांक वाली अन्य करणी से भाग के लिए नियम स्पप्ट करते हैं । 

उदाहरण 49 : 4/23--5/4 का मान निकालिए । 

हल : हम जानते हैं कि 25555»<5 -5* है । इसलिए, 


5%/253-- 5 
साथ ही, .. 4552>2--2“, है | इसलिए, 
%/45-2 
अठः, ९५/25-:- 4/4 - -5-:- 2 -- जे 
25 तक 
आइए अब #/ -व्व पश्किलित करे । 

५४ 25 5 5 59'%४ 
हम जानते हैं कि -अश्वू चल &्ु (नह) है। 
ञं रद. 5 

तः, 2 0 2 
छ 4 2 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि 
१/205-:-4/4८- 3/25-+- 4 
उदाहबण 20 : +/27-%/!25 का मान निकालिए | 
हुवे : 275-3 »८ 32८ 3 38 


अत:, १२५०१--३3 
पुनः, 25-5 # 5 ८ 55557, 
अत., 3/[55 - 5 


अतः, #/27 + ठंड 5३3 -+5 न्त््द 


आइए अब ४#57ट55 परिकलित करें 


ः॥ 
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; 3 /८न्‍त-77ठछ& हे ८ | 
अतः, ४/27--235--(27-- ]25)7 ----- 


5 
पुनः हम देखते हैं कि 
२/57-- ४] २/27-- 55 
हम देखते हैं कि 
यदि 8 और ४9 धनात्मक बास्तबिक संख्याएं हैं तथा ७ एक धनपूर्णांक है, 
तो 
१/७ + १/055३/४ -- 9 
हम कुछ 'और उदाहरण हल करते हैं। 
उद्दाहरण 2 : 4/72 को सरल कीजिए 
हल : हम जानते हैं कि 
72558 »८ 9--2 ८ 4 ५< 9 
उपर्य क्त नियम का दो बार प्रयोग करने पर हमें त्िम्न प्राप्त होता है : 
३ 25५5/३ह >95-%/8 २८ 4५/७-८८०/ट जय २ ५/०--५०० >< ५/4 >< १/9 
पुनः, ५/4->2, ५/9--3 है । अतः हमें निम्न प्राप्त होता है : 
४2-22 9<3 > ५/2- 64/2 
क्या आप देख सकते हैं कि हम,/75 7 5४३6 ;>८32 - «/56 » २/2 -6«/2 
भी लिख सकते थे । 


उदाहरण 22 : है को सरल कीजिए 


(ूल : हमे जानते हैं कि व 
63 _9»%7  9>:7>»०2 9935 
डर तटणड कक कु 

ऊपर प्राप्त किए गए नियम का प्रयोग करके हम निम्न प्राप्त करते हैं : 

_63 .. [9235 _+/9>35_«/9»८५/35 
32% # ४ ऑ आ 


39८ «35 








जहाहरण 23 : (/034 -+%/३9 को सरल कीजिए । 
हलक : हुम जानते हैं कि 
शहद --2 22922 22 ८2 2८2 +< 2 ५८2 ८ 2 ५< 2 -- 270 


घातांक और करणी 


43 
मतः, .._#/हठब-2 

धघाथ ही, 32-52 »<८ 2 >< 2 >८ 2 ८ 2-25 

अतः, 4३/32--2 


अत: हमें प्राप्त होता है कि 
72/624--4/53 --2-:-2 
] 





प्रशलावली 2.5 


अब तक पढ़े हुए नियमों का प्रयोग करते हुए निम्त संखयाओं को सरल 
रूप में लिखि 








, 4. 32---34/]8 2. 5८8 
मै ४ १८2 
९/ 66 ॥ 
5 बव / तर 7 
3 डेक् ु 4. ता (ता... बब ) 
ह डु *$/98 ८ ५ /7 6 १/75+ ५ /66 ;८ १/63 
+/2. हि ४200 
$/9४ +८५८/2 ८ ०2" 8. ५/2 , 5/2 
९49%4/32 , 5 लात 
यह मानते हुए कि & और 9 धवात्मक संख्याएँ हैं, निम्न को सरल 
कीजिए ६ 
हू १/४ए* 


ह$ ५ छः ३/- वन ५ *् ता 
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ब् | ५४१३ हा | 
2. ((५/३)८/०)-(७/३ ४५०) 
8. [कफ >-/हफो 
4, ५/आ ५ (/38+ ०2% ) 
5. ५/80+%% 

)/ 0 


6, (५/३+%०) (५/४--४१) 


मुख्य संकल्पताएं 
प्रतात्मक वास्तविक आधार करणीगत राशि 
वाले घातांकीय घातांक 
परिमेय घातांकों के लिए एक ही घातांक वाली 
धातांकीं के नियम करणियों के लिए 


करणी कणी__]_]]__ “  तिम नियम 


एकक पा 
बीजीय व्यंजक 


अभो तक हमने परित्तेषय गुणांकों जाले बोजोय व्यंजकों (ॉप्टकराशोट €७डछा०४४०७8) 
के बारे में पढ़ा है। इस एकक में, हम चास्तविक गुणांकों (ल्‍९७] ०००सिटाला७9)  चाले 
योजोय स्यंजकों के बारे में अध्यपन करेंगे ॥ विशिष्ट रूप में, हम सीझछेगे कि एक चर 
में यहुपदों को किस प्रकार जोड़ा ओर घटाया जाता है | हम परिभेय व्यंजकों(#ब(०7थनो 
€७४एा०5डं०05) और उन पर संक्रियाओं पर भी विज्वार करंगे | 


3.4 पुनरावबलोकन 


कक्षा शा में हमने परिमेय गुणांकों वाले बीजीय व्यंजकों का अध्ययन 
किया था। विशिष्ट रूप में, हमने सीखा था कि एक चर में बहुपदों को किस 
प्रकार जोड़ा और घटाया जाता है। 

याद कीजिए कि बीजीय व्यंजक एक संख्या या मूलभूत संक्रियाओं का 
प्रयोग करके बना संख्याओं (अक्षर संख्याएँ सम्मिलित हैं) का एक संयोग होता 

। 

६ 80 न घ5%--० ४ -- 8४५ +- .. . | कर? ()* 
के रूप का बीजीय व्यंजक एक चर > में एक बहुपद (फणेशाण्णांत्रो) कहलाता 
है। प्रत्येक पद में £ का घातांक एक पूर्ण संख्या है। तथा 86, 8७, 8७, «५ 92 
वास्तविक संख्याए हैं । 

अहम देखते हैं कि सुविधा के लिए हमने () मे (7+-) स्थिरांकों ४०, 895 3.3) 
«4 का भ्रयोग किया है, क्‍योंकि हो सकता है कि अनेक स्थितियों में वर्णमाला के 
अक्ष र 9, 0, ०८, इत्यादि पर्याप्त न हों । हम यह भी देखते हैं कि व्यंजक () के प्रत्येक पद 
में £ का घातांक वही संख्या हैं जो ७ के नीचे लगी है । 
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5 में एक एकपदी (7009) की घात (66868) उस 248 जले 
» का घातांक होता है। एक बहुपद की घात उसके विभिन्‍न पदों की घातों में 


सबसे बड़ी घात होती है। इस प्रकार एकपदी अर ४१ की घात 3 है जबकि बहु- 


पंद ही जी हे -- 5 5 की घात 5 है। 
9 3 पर 
हम पढ़ चुके हैं कि परिमेय गुणांकों वाले बहुपदों को किस प्रकार जोड़ां 
(या घटाया) जाता है। हम केबल समान पदों (॥06 775) को इकट्ठा 
करते हैं और जोड़ (या घटा) लेते हैं । उदाहरणार्थ, 








(6 5० जेल ह- है बन की) 
नह सईिगनड 0) है हज ७- $) 
उप जै- आल 


जो हम पिछली कक्षा में पढ़ चुके हैं उससे अपने को पूर्ण छघ से अवगत 
कराने के लिए आइए निम्त पुनशवलोकन प्रश्नावली को हल करें। 


प्रश्नावली 3./ 
|. निम्न बहुपदों की घातें क्या-क्या हैं ? 


() चुह- पल 


न ढ़ 





बीजीय व्यंजक कक 


55३ .+०__ _3 8 4 ठठ 
५ 3 लक का 5 यु 





0 ३ 8 . 
(4, है 2 शा 07 परे नजर ब रे 


2. सिझमत एकपदियों को उनकी घातों के आरोेही कम सें व्यवस्थित 


कीजिए : 


8 2 99 ]0। ६ 
उठा?» लत 5 पत665 6 





9 


3. बहुपदों के मिम्न युग्मों को जोड़िए :., 


78 


फ़़्ज्य 


४ 2 ,3७__ + .8।]. 6 हे __ह# 9 3 8 
(१) न 9 न लत ०5 हुए जे रा 


400 








५५ 5 2 .,9__ 380 
(7) ०कटहअाह्ु ८ 





४. 


83 ]8 ५_ 6 ४: 0 ७४ 
बहुपद क्र न “पु “तक ० के बहुपद 5 आर, 


4 5 
हा ह 


कं में से घटाइए । 


« निम्न बीजीय व्यंजक में से प्रत्येक में ह का गुणांक लिखिए : 


7 9 7० कम 
छ्ण्यच् जप, ---+ ४ 
6.5%-- 6.45%*-.6.3%४? और 3,.25*--3.]52-.-6.25* के योग को 
8.]+7--8.2%* और 6.]%--3.7%--8 के योग में से घटाइए । 


5 में पाँच बहुपद लिखिए जो सभी घात 5 के हों । 


यदि हम एक ही घात के दो बहुपदों को जोड़ें तो क्या परिणामी बहु- 
पदव पुनः उसी घात का होता है या क्‍या वह उस चघात से छोटी या ' 
बड़ी चत का हो सकता है 


थैह गणित 


9. बहुपद 3:/--75--7 प्राप्त करने के लिए बहुपद 7४“--55४--6 में 
क्या जोड़ना चाहिए ? 


0, बहुपद 072-.-3£-+-8 प्राप्त करने के लिएं बहुपद 8:?--2%+-5 में 
से क्या घटाना चाहिए ? 


3.2 वास्तविक ग्‌णांकों वाले बहुपद : योग और व्यवकलन 


अब हम मान रहे हैं कि गुणांक वास्तविक संख्याएँ भी हो सकते हैं । 
वास्तविक गुणांकों वाले बहुतदों के योग और व्यवकलत के लिए वही नियम हैं 
जो परिमेय गुणांकों वाले बहुपदों के लिए था | उदाहरणार्थ, #2 & एक एकपदी 
है जिसमें & का गुणांक ५/2 है । यदि हम इस एकपदी में एकपदी 35 को 
जीडना चाहें, तो परिणाम निम्न होगा : 
५2 ४--3--(५/2 3) 5, 
अर्थात्‌ योग में ह का गुणांक वास्तविक संख्याओं ५/2 और 3 का योग है जोकि 


क्रमश: ५/2 £ और 35 में £ के गुणांक हैं। आइए वास्तविक गुणांकों वाले बहु- 
पदों के योग और व्यवकलन के कुछ उदाहरण लें । 


5९९३ शा | बहपदों हि ४-५2 -ख्र 
2 0 २/ठ (2-0 हु 
और जु४ 2्ज ज्र्ठ # 
को जोड़िए । हि 


हल : (ज* + ४2 #*-ख्ख ) -- (जु- ५2 है _ हर 


) 
“लाई शोक 05 आर“ 
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“(हित सन ४०-५० )०+ द्रव) 











उ 
>-(--_ 2 ..8 
ह. 775 ज्‌ 
[ त्रा ] 
उदाहरण 2: ब ल 2... हू 
ह्‌ हुपद व ४2 * ज़ को 
2 __,/तठि 92 8 
बहुपद बुर ९/25% प्र १२ 
में से घटाइए । 
हल : वाँछित बहुपद निम्त हैं : 
(न %--+/2 मम ) न (जुट नो ९/2 हु) ] 3 ) 
3 3 /उ 
व हि दि [ ५ थे. । 2 
व जिआ-जुओ )+(- ४ ४-४5 २) +[ ] 
>> (2 2-./2 ४: । १.३ | 
ड्न (च ैहना( 2 2 )5 (उठ गैर 
+ उज-अतआ 
प्रश्नावली 3.2 


4. निम्न एकपर्दियों को उनकी थार्तों के आरोही क्रम में व्यवस्थित 
कीजिए : 


85 __ [ श्र 3 ॥ ॥ ॥ 6 
४४ रू +75% ५» पुतृर्न यु 


2. निम्न बीजीय व्यंजकों में » का गूणांक लिखिए : 








छ्द्र 2 065 


(.2) 85. कक कह, 
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3. बंहुपदों के निम्नप्शुक्मी को जोड़िए : 
() -< स्ञ्ज््त हे! -- ---5४,५/5+ हि हऋ)-- . 257 


॥॥ 
| थ 37 __ 
(77) न पते 92--4५/495, 8-५ अं लार फए 


4. बहुपद ४ ५8... ये को क् १३११ +ज्त 0० मेँ 
से घटाइये । 
5. सरल कीजिए : 


( 





४ ) +(3-हैँ है ०२०/2, *) 
(2+ 5 ४--24/2 |) 
6. सरल कीजिए : ह 
ग्रर2-[- । ह १/३ -++--- *#++/ 5 5४] 


3.3 बहुपदों का गुणन 
याद कीजिए कि यदि ४ एक धनपूर्णाक है तथा & एक अक्षर संख्या-है, , 
तो बीजीय व्यजंक ह#>८ह»८5०८ ... ॥ युणनखंडों तक को 5” से व्यक्त किया 
जाता है। * ' 
साथ ही, परिपाटी से ० --] लिखा जाता है । 
यदि ऋ" और 5" दो एकपदी हैं (यहाँ ॥0 और गञ॒ पूर्ण संख्याएँ हैं), तो 
हम शुणनफल ४” »८ ४० को ह”+० के रूप में परिभाषित्त करते हैं । उदाहरणार्थ, 
हु) » ह8-> फतह * 
है औीए भ्ट्‌ जु0 २०5८ ज्‌ः +70 बनतजुटि 
हु ५८ हु0-> ९: -.0ह० 
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प्रश्चावली 3.3 
|. निम्न गुणन कीजिए : 
(0) 5*>८ ह7 ' (7) 55 >< हू? 
(0) 5० >< 5 (५) #०7 >> 
2. रिक्त स्थानों को भरिए : 
($) हु ५८ अर... ; 67) 5? »८ ... -+ेई 
(फ) 5९ »८ ... ४» (ए) #%0 »< ... नच्ऊझ 


3.3.4 दी एकपदियों का गणनफल 


सान लीजिए ४७" और 75" वास्तविक गणांकों वाले दो एकपंदी हैँ। 


तब 35” और 075० का गुणनफल (9 >< 0)%7+” लिया जाता है। 
अर्थात्‌, 


(वर) 2 (027 )--(4 २९ 0)2/+7 
उसान दीजिए कि गुणनफल में ह”*० का गुर्णांक दिए हुए एकपदियों के 


गुणांकों का गुणनफल है । गृुणनफल में ह का घातांक 70--7 दोनों गुणनखंडों 
में £ के घातांकों का योग है । 


उदाहरण 3: 27% और जुआ का गुणा कीजिए । 
फल : परिभाषा से, 
| 3.7) __/ ही 37 
(253) ५८ ( यु ) स्तन (2 र ठु का 


ध्द् 2 (70 


उदाहरण 4 : ज््त और' -? 0० का गुणा कीजिए 


हल : (४) । बा हक ) 
त््‌ सह ना | लाड 
न्वाएत 
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2. (हर )४(कल्न उ्ढ्5) 
3. (-ह४) (अ3-+- 8१4 धन) 


--+05% 3 5 7 
4. ना )४७5४+ह ) 
3.3.3 ऊपर हमने बहुपद का एक एकपदी से गुणा करना सीखा है | अब हम 
वास्तविक गुणांकों वाले दो बहुपदों का गुणा करता सीखेंगे । 


सान लीजिए हमें वास्तविक झुंंणाकों वाले दो बहुपद दिए हुए हैं। सुविधा 
के लिए, आइए इन्हें ? और (३ कहें । तब ?, एक बहुपद होने के कारण, कई 
एकपदियों का योग है। हम इनमें से प्रत्येक एकपदी का बहुपद (3 से गुणा 
कर .सकते हैं | ऐसे सभी गुणन फलों का योग 7? ओर ९ का गुणनफल कहलाता 
है । 
उदाहरण 7 : 2£--3 को 7£-4 से ग्रुणा कीजिए । 
हल: (2£:--3) » (7४--4) ४ 
>+(2%) »((7४--4)-+-3 ८ (7४--4) 
(2>7)%70 -- (2४) » (--4)+-3 » (7४)-+3 >८ (-- 4) 
पे [4%?-- 88 -+-2[४---2 
जन 45 -- 3४--]2 


उद्याहरण 8 : 35-०६ को 89-05» से गुणा कीजिए, जहाँ & और ४ 
बास्तविक संख्याएं हैं । 
हल; (8-75) >€ (8७ -+- 75) 
558 % (8 -- 25% ) +- (--0%) »< (8-- 05) 
स्न4 --9 2< (95४) -+-(--705) » 8 (---०5%) >< (05) 
ब्ल्की--30587-805- ७ ४ 
स्ल्वा 2४% 


बीजीभ न्यंजक 55 


उदाहरण 9 ५ न --2 हे न को-- झह--ुऋ+ छ्र्से सुणा कीजिए । 
हल: (ज्ुआन-जुहत)%[ 6%- $र+क$-) 
लतुओ (६ -वह+ 5 )+ 5 (5४- *्+ $ ) 
+( न नाईुआ+ ह् ) 

-“(३७)०($०)+ (३ ७)०(-६०)+(३ )8) 

+(ज% )४ (57 )+ (5 ) (-5ै)+(5*) «(5 ) 

+- »< ( 476 ) का भर (+5ु* नर >८ -ठु 
मिल न डा दि कि #2-- न _2 (2 

फह्फ व“ चुअ+ ७ 

किम न ऋ०-_ नकुआ+ कह न्ठु 0. ऊँ जग ल्‍्‌ कर 


उद्यहुरुण 80 : «/2-- ख़्श-श को 6--4/5 9 से गुणा कीजिए । 


हल : (/2+-त्/- 9 ) (6--5/5 9») 


 ++१/29८6--5/2 %९ (--६/5 ३) -- ( 





! )२८6 
+ख 9) 2(-११/5))+(--30 २6+(--30 # (--/३ 9) 
*5 64%/2--<*/0 9--2५/5 श्न्डेंद ७४--७०४?+%/७ ५ 


२6%/2+(2५/3--/0४- (5+कड-) ०८४ ५४ 
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प्रदवावयलो 3.6 

दर्शाई गई संक्रियाएँ कीजिए : 
« (5-9) *८ (५४--! ) 
ध (/+% ॥ » [नुहक। ) 
« --)» (४2--४--)+-(2.5४2--].7%&--) 
(++ 5 ) 2 (--४5)-(&+ > रत ) 
(कह) (5 *+ ६8) 7(ह ४+] *)- ६ *३ ) 


हि (ि 2-+-2+-7 | ५६ ([ ४-7-2+ 55 ) 





ईक... (२ 3 हे 


6 


(5 


7, (१2 +ख्् 7 ली | (सा +2) 


3.4 बहुंपदों का विभाजन 

हम संख्याओं के विभाजन से पहले से ही परिचित हैं। उदाहरणाथं, जूब 
हम 5 को 3 से विभाजित करना चाहते हैं तो हम अपने आप से यह प्रश्न 
पूछते हैं : 

]5 प्राप्त करने के लिए हम 3 को किससे गुणा करें ? हमें ज्ञात होता 
है कि हमारे प्रश्त का उत्तर 5 है और इसलिए हम कहते हैं कि 

5 <- 3555 

बहुपदों का विभाजन भी इसी प्रकार परिभाषित किया गया है। उदाहरणार्थ, 
दो बहुपदों 42--35--]2 और 2%+-3 को लीजिए । पिछले अनुच्छेद के 
उदाहरण 7 में हमने देखा था कि यदि हम 2£--3 को 7४-4 से ग्रुणा करें तो 
हमें ।45/--35--2 प्राप्त होता है । अतः, हम कह सकते हैं कि 
[452--35--2 भाग (0ारसंव०6 ७ए) 2४+3, 75--4 है। हम इसे 
निम्न प्रकार व्यक्त करते हैं : 


बीजीय व्यंजक 57 


(4%2-- 3४-- 2) -- (2४ -+-3) 5-7५---4* 


मान लीजिए पिछले अनुच्छेद में हमने 273 और 7४--4 का गुणा 
नहीं किया है और हमें 452-- 3%---]2 को 2£--3 से भाग देने को कहा जाता 
है। हम बहुपद 7५४--4 किस प्रकार प्राप्त करेंगे ? हम देखते हैं कि 
]4९ --]3:--]2 की घात 2 है तथा सबसे बड़ी घात वाले पद #* का गणांक 
4 है । दूसरी ओर, 2£४--3 की घात ] है तथा इसमें सबसे बड़ी घात वाले 
पद » का गुणांक 2 है। अब 4» प्राप्त करने के लिए हम 25 को किस व्यंजक 
से गुणा करें? स्पष्ट है 75 से । अत: आइए 2५--3 को 75 से गुणा करें। हमें 
बहुपद 

(75) »८ (2४-+-3)5--45? -- 2 5 
प्राप्त होता है । यदि हम इस बहुपद को 452--35--2 में से घटाएँ तो हमें 
निम्न प्राप्त होता है : 
4453 -|- ] 3न्‍---]2---(4%2 -|/- 2 [ £) +----85४--2 

अब --8४--2 तथा 2£--3 दोनों ही की घात ] है। यदि हम (2£४--3) को 
-- से गुणा करें तो स्पष्टतया हमें --85--2 प्राप्त होता है । 

इस प्रकार, हम देखते हैं कि 452---35--]2 प्राप्त करने के लिए 
75--4 ही वह बहुपद है जिसका 2£--3 के साथ गूणा किया जाना चाहिए । 

आइए कुछ और उदाहरण लें । 

उदाहरण 4] : बहुपद £“--7४+-2 को #+-4 से भाग दीजिए । 

हल : £“--7:-+-2 में सबसे बड़ी घात वाला पद ४ है और उसका 
गणांक | है। ४-4 में सबसे बड़ी घात वाला पद ४ है और उसका ग्रुणांक ! 
है । अत: हम ४-4 को >» से गुणा करते हैं। हमें (४--4) »< #-+१--4ह 
प्राप्त होता है । - 


*हम पढ़ चुके हैं कि हम किसी भी संख्या को शून्य से विभाजित नहीं कर सकते । 
इसी प्रकार, बहुपदों की स्थिति में 5 के ऐसे किसी भी सान के लिए जिससे हर शून्य के 
बराबर हो जाए विभाजन मान्य नहीं है। अतः उपयुक्त उदाहरण सें हइ--- ३ के लिए, 
जिससे हर 27--3 शून्य के बराबर हो जाता है, विभाजन मान्य नहीं है । यह तथ्य विभा- 
जन की सभी स्थितियों में दृष्टिगत रखा जाता है और इसे बार-बार कहा नहीं जाएगा। 
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22५4 को ४*--7४--2 में से घटाने पर हमें निम्न प्राप्त होता है: 
(0--7४-- ! 2)-- (४१ -- 45) -- 35 -- 2 
अब, 3%५+-2--3 ५८ (६-+-4) 
अतः, (४-4) > (-+-3)5->5१ --45-- 3(5--4) --४५१--7५४-+ 2 
तथा, 00-4-75४--2) :- (४--4)5-5--3 ह 


हम धनपूुर्णाकों के लिए लम्बी विभाजन विधि की ही भाँति अपने परि- 
कलनों को निम्न प्रकार प्रदर्शित कर सकते हैं 


>]|०4)55--7:+4-2(%-+-3 
5१ -- 45% 
3४--]2 
35--2 


न नननमन 3 ल्‍रन-गननन--, 


0 





संख्याओं की स्थिति की भाँति, हम ४*--75%--2 को भाज्य (पांशंतेशा।), 
++4 को भाजक (ठांशंघ०४७) तथा >-|-3 को भागफल (००४० कहते हैं । 


विभाजन प्रक्रिया के उपर्यक्‍्त दर्शाएं गए रूप में, हम भाज्य को कोष्ठकों 
) और ( के अंदर लिखते-हैं तथप-भाजक को बाहर बाईं ओर लिखते हैं। पहला 
गुणज 5 बाहर दाई ओर लिखा जाता है। फिर ४-4 और 5 का गणनफल 
४2--4% पदों £*--75% के नीचे लिखा जाता है । फिर इसे भाज्य में से घटाया 
जाता है जिससे शेषफल 35-+-2 प्राप्त होता है। तदुपरान्त, दूसरा गुणज-+-3 
बाहर दाईं और लिखा जाता है तथा (/--4) और --3 का गणनफल अर्थात्‌ 
35-+-2, 38--42 के दीचे लिखा जाता है। व्यवकलन का तब परिणाम शान्य 
हैं और भागफल #--3 है । 

यह दर्शाते के लिए कि भाजक के भागफल के उत्तरोत्तर (४00ए065शंप्र) 
पदों के साथ गुणनफलों को भाज्य तथा उत्तरोत्तर शेषफलों में से घटाया जाना 
हैं, हम गुणनफलों के पदों के चिन्ह बदल देते हैं और इन बदले हुए चिन्दों 
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को मूल चिन्हों के नीचे लिख देते हैं। जब पर्याप्त अभ्यास हो जाए, तो यह 
चरण आवश्यक नहीं है । जा 
उदाहरण 42 : बहुपद ४९--«५--4५१--५१-29---6 को ५१-.५१--2 
से भाग दीजिए । ऐ 
हल : विभाजन प्रक्रिया को निम्न प्रकार भी प्रदर्शित किया जा सकता है। 
राज /ि पे, 
क0० ४ कज)॥ 5४४ न 408 ४0 ता 9 
अमर के +297 


“४ नी4५-3४-2/-+0 
-+/*१ ०-५१ “2५ 
था मान हा 
3५४---3५9“-- 6 
39४४--395--6 
बट न ब्क्नल 
छे 
इस प्रकार, भागफल ४१--५--3 है। अर्थात्‌, 
(४7--2४४--4४९--५४४--२५+-6) --(/--४१--2)-5४*--४+3 
पिछले दो उदाहरणों में हम बिना किसी शेषफल के पूर्णतया बिभाजन 
करने में समर्थ हो गए थे | ऐसी स्थितियों में हम कहते हैं कि भाज्य, भाजक से 
पूर्णतया विभाजित है या केवल यह कि भाज्य, भाजक से विभाज्य (परंशंघ0०) 
है। परन्तु यह स्थिति सदेव ही नहीं रहती । 
उदाहरण 43 ; 4--3£--4 को 25--4 से भाग दीजिए | 


हल :.. 25-+-) 462--3४--4 (25% कद 
455 -|.2% 


रा 


अन-4 
त 
5-- क्र 


ही 
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_. हम देखते हैं कि इस उदाहरण में विभाजन पूर्ण नहीं है तथा यहाँ एक 
कक $ रहता है। यह शेषफल घात 0 का है तथा हम आगे और विभाजन 
नहीं कर सकते | हम कहते हैं कि भागफल 257-- ३ हैं तथा शेषघषफल 2 है । 

उदाहरण 44 ; जब 599-[-77--6 को #/7--५--३ से भाग दिया जाता 
है तो भागफल और शेषफल ज्ञात कीजिए । 


हल : 
५*--५--१) 598 नी7४---० (57/-- 5 
5ए--597-- 59 


-5५४--29४---6 
--9५१-- 59---5 
मी: अं 
| क्र 
इस प्रकार, भागफल 57--5 है तथा शेषफल 79-- है । 
टिप्पणी  ; शेषफल को घात भाजक की घात से सर्देव छोटी होतो है। 
टिप्पणी 2 : भाज्य और भाजक दोनों ही र की चातों के अवरोही क्रम में 
लिखे जाते हैं। व्यापक रूप में, हम विभाजन के बारे में तभी सोचते हैं जबकि 
भाज्य की घात भाजक की घात से बड़ी या उसके बराबर होती है। 


प्रश्नगावली 3.7 


4, बहुपद ४१--.(--42 को ४-7 से भाग दीजिए । 
|. क्या बहुपद 4५$-...]37--2 बहुपद 47--3 से विभाज्य है ? 
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3. दर्शाए गए विभाजन कीजिए : 
0) (४४--)--(४+-) 
(0) (५४४--)-7(४४--५-+-) 

4. 5:5-.652-|--8£--]7 को 3४2--5५--। से भाग दीजिए और 
भागफल तथा शेषफल लिखिए । 

5. बहुंगदद 2%7--8%3-- 7: --45--3 को £#“--45--3 से भाग दीजिए | 


3.5 परिमेय व्यंजक 


रे. 


हमारे सम्मुख व 5 के प्रकार के बीजीय व्यंजकों के उदाहरण पहले 





ही आ चुके हैं। एक बहुपद के विपरीत व्यंजक ठप दि बहुपद 5-+-] भाग 


बहुपद 2£--3 है। इस प्रकार के बीजीय व्यंजक, जो दो बहुपदों के भागफल 
होते हैं, परिसेय व्यंजक (7800 ०१७7९5४४०॥5) कहलाते हैं। ये बहुपदों से 
उसी प्रकार बनाए जाते हैं जिस प्रकार पूर्णांकों से परिमेय संख्याएं बनाई जाती 
हैं। आइए परिमेय व्यंजकों के कुछ और उदाहरण लें । 
बीजीय व्यंजक 

22-]  <*-ह#-]] 297--393--] 

वद्॒कका हऋाओझएशए 4-जहुम्शा 





में से सभी परिमेय व्यंजक हैं। पहले दो, चर 5 में परिमेय ब्यंजक हैं जबकि 
अंतिम चर 9५ में एक परिमेय व्यंजक है। 

टिप्पणी : बहुपद, परिमेय व्यंजकों की विशेष स्थितियाँ हैं जिस प्रकार 
पूर्णाक, परिमेय संख्याओं की विशेष स्थितियाँ हैं। 
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प्रदनावली 3.8 


4. निम्न बीजीय व्यंजकों में से कौन-कौन बहुपद हैं तथा कौन-कौन परिमेय 
व्यंजक हैं परन्तु बहुपद नहीं हैं ? 


... हू3....] बाप न्द्र्त 
() जप (39) ४१--५/2 ४--] 
रु सता ऋन- 
का ५2 
(67) 
52... चर जन-! 
(ए) हे 22 -- ष (२) पं य 


2. # में एक परिमेय व्यंजक लिखिए जिसका अंश घात 4 का एक बहुपद हो 
तथा हर घात 3 का एक बहुपद हो । 


3:0--4४--25-- __ 


3. परिमेय व्यंजक उपाय: के अंश और हर का अंतर ज्ञात 
0 2४ -+-453 .... 


कीजिए। 
4. एक परिमेय व्यंजक ब्रनाइए जिसका अंश उसके हर से पाँच गुना हो तथा 
प्रत्येक घात 3 का एक बहुपद हो । 


3,6 परिभेय ध्यंजकों फा योग 
आइए अब परिमेय व्यंजकों के योग का अध्ययन करें। .क्या आपको 
याद है कि परिमेय संख्याओं को किस प्रकार जोड़ा जाता है ? यदि स और 
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ते दो परिमेय संख्याएँ हैं, तो 
फॉर फढ 
परिमेय व्यंजकों के योग को 'पी इसी प्रकार परिभाषित किया गया है । 
आइए 5 आर नल को जोड़ें । 
यदि हम परिमेय संख्याओं वाले नियम के अनुसार ही जोड़ें, तो हमें निम्न 
प्राप्त होता है. 
ऋ--] 25--] __ (५४--) ८ (3४--2)-- (४--2) ८ (2४ --) 
%--2 35५---2 (४-+-2) » (35--2) 
3852-.2%-- 35% -- 2 - 252 --६ --45-- 2 
35४ -- 25--05--4 











परिभेय व्यंजकों के थोग के लिए नियम : 
यदि कु और पु. चर > में दो परिभेय व्यंजक हैं जहाँ 4, छ, 0, 9 








&$ ६ 53&>9--8 +८ (४ 
चर 5 में बहुपद हैं तथा 9%0, 0%0 है, तो -.- मन 
होता है । 
आइए कुछ उदाहरण लें । 

उदाहरण ]5 : परिमेय व्यंजकों 2-7. और कर  को-जोड़िए 
हल : 

55%--7 -- 250 --7 

3>5+-- 4-- 2» 


(55--) » (]--25) -+- (55--!) »< (25--) 
(5४-+-) »६ (--25) 


64. गणित 


.. >>- 0:0---- 2%-+-0%2-+- 52% -- 2%--[ 
55-- 0५5५“ -- ] ---2»% 
जु 4हड 
. न्यछकेल-एःठरमयका 
उदाहरण 46 : सरल कीजिए : 
2 ताश तय | शा 39 
455५ -+-9 
. _2४--५४--! 29-- 39 
कद 5 अऑष ीक : 7 
__ (2५/-५7--) >< ((+9) - (--५) >< (2५-3५?) 
(4-:9) >€ (4--9) 
__ 2४--29--५१--५०--।--५--2५४---3५2--2५४7/-39* 
3 2 अल 40 
_ 49 ---2५2-3फ-] 
ते अऑज+ज पा 


प्रदनावली 3.9 
4. परिमेय व्यंजकों के निम्न युग्मीं को जोड़िए : 





3 हन-डओ अ £झ--ह 

() हु--+ 5 च््थलत 

८०५ 25--5५*-.] #--#-+-] 
हक हज-ञ-] £--2 


47700 | -१/3 के 
2. सरल कीजिए : 


9-- 29५7 --] सं 3--9५ 
शीट नि 5 6 


बीजीय व्यंजक 65 
3, सरल कीजिए : 
४ न | 


() 6-०9) + कर 


3.7 परिमेय व्यंजकों का व्यवकलन 
क्या आपकी परिमेय संख्याओं के व्यवकलन के नियम के बारे में याद है ? 
यदि हर और न परिमेय संख्याएं हैं, तो न में से-न को घटाना इसके 


समान है कि- में-_ का ऋणात्मक [या योज्य प्रतिलोम (&04षाएरए० 
90ए2/$७) जोड़ना । इस प्रकार, 

के (--0) . 

छत छः 
अब एक परिमेय व्यंजक के योज्य प्रतिलोम से हमारा क्‍या तात्पय॑ होना 
चाहिए ? स्पष्ट है, इसको वह परिमेय व्यंजक होना चाहिए जिसे दिए हुए 
व्यंजक में जोड़ने से 0 प्राप्त ही जाए। उदाहरणाथ, मान लीजिए हमें परिसेय 


व्यंजक टैं- 7. दिया है । तब, ऐसा कौन सा व्यंजक है जिसे “ै- नस्ल में 


जोड़ने परः 0 प्राप्त होता है ? देखिए कि 











ह--] _ £+]-- १__ £-+-। | “-<--] 
म्ज्ना +| हज-- ) हां न हड-] 


>.. (£--) 2 ((-)-(४--] ) . (“-%--) 
(४--) 2८ (५४--) 
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__ ४--५ |४-- | --४ +-5% -- 





(%--+ |) >८ (४-- | ) 
महक | 
(४#--) 7८ (४ -) 
>> 
अतः, 9 करा योज्य प्रतिलोम “हर है। दूसरे झा5दों में, यह ऐसा 
(-- >--] ्‌। आह 3 


सरिमेय व्यंजक है जिसमें अश न्य ' के अंश का ऋणासर्मक है तथा हर वहीं है 
अऋ-- सच रे 
यो - का है | व्यापक रूप जे, 


पु) मे हे न 
सदिः छू तर » में एक परिभेय व्यजक हे, तो परिभ्ेय ध्यंजक “तु” 


पठ का योज्य प्रतिलोम होतः है । 


अब हम एक परिमय व्यंजक को दूसरे में से घटाने का नियम दे रहे हैं 


यदि हऔर का चर £ में परिमेय व्यंजक हैं, तो 








'& (“४ --६? 
फ फ्र क्र करा 
_ ७2८70-4-8 2८ (“ - )_ ४2८ 3- 932६: 
5 >< 9 8 >< 89 
उबाहरण 47 : परिमेंय व्यंजक ्स्अ को - 77 में से घटाइए | 


हू! हनन 


3 अप कट हाय 


बीजीय व्यंजक &7 


3 तल न 4) 
. हऋन-। 20 उप 
_ एनननी ++#--[ 
. डूनी 5३ #-- 
 _(&--) 2८ ((-- |)-(४--] ) 2८ (“-5४-- ) 

्ज्ग्च्खश्ह््याशऋह्सकफाकक 
__ 85 --]--> के]! 

>5-..ऋ -+-#+++7] 
वि 2६ 
ब्््त 
उदाहरण 48 : सरल कीज़िए 
ह 4५-४१ ।]] _ 27-/9--] 


]--- 4 2 -+9५ 

» 9--%४१-- 29--9५/7--॥ 

बन क्र जाम ाााणणणणााा॥ #ााणणआत अीननयतत.-ल्‍_ सन नस पाक पनआा२५५८ «५-३५ आा ०. 
है 4---५ 2+-9 


(49--५/--) 2८ (2-- ५)--( [7५) ८ (2/-५१-- ) 
(।---५) ८ (2-9) 


जि. 3 पल: 0 अएमसा / जार ववय हम 8 * विज £ 20 # की /अिकसा! फिाओ 2) 4 कै हो है. 


2्न॑-9--२४--५४ 
>> _8५--4५१--20४2--५३।-2-४०-2५--७+] 2५-9४ ०-9७ -- 
2न79--29--५ 
-. _395+-6/+3 
| था 


प्रश्शावलो 3.0 





. ,परिमेय व्यंजक 53... बय व्यंजक ---2 
-परिमेय व्यं ऋण चय) को परिमेय व्यंजक हर से 


घटाइए । 
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2. सरल कीजिए : 
]+५5 
4ंड--ज टी +--"-+5- 
(4%--#%१-- 2) 5755 
3. सरल कीजिए : 
(--8%)+ -ऑिए | 222 


4--8% 5--25 


3.8 परिमेय ग्यंजकों का गुणन 
हम दो परिमेय संख्याओं का किस प्रकार गुणा करते हैं ? आपको याद 


होगा कि यदि न और ह। दो परिमेय संख्याएँ हैं तो हम उनके गुणनफल को 


छद्र्ते के रूप में परिभाषित करते हैं और निम्न प्रकार लिखते हैं : 
& ० _ 82८० 


छत एऊफद्धा 
हम चर > में दो परिमेय व्यंजकों जे और गा के गुणनफल को 


भी इसी प्रकार परिभाषित करते हैं। इस प्रकार, 


_/ .. ६ __ 42९ 
2 7) 8+ ७9 











उंधाहरण 49 : परिमेय व्यंजकों स्ज््या रे. नं और _]_ का गुणा 
जा 
कीजिए। 
. # न 25--] __ (5--) *< (27-- ) 
हल: रत ४ किक ज सक। 


स्ज्ज्र (सा 2 जा) 


बीजीय व्यंजक 659 


4 कद 3404 > आल. 








शै--3- ऊ--5डझ -+- ही 

॥१4 रा नखननी 

2_ _3- 

दर ठ >-- क्र 

2__ 4. 
रण 20: -“ ४72 को अल से गुणा कीजि 
उदाहरण कल ज़्याऊ रु ए। 
हल : 
(किक /8 527 0 55 कह. 

श्न-ज #४£-+- नो 


> 0 79-23 ए ४) 
(५-3) 2८ (४४--9५-- ) 

3 बी 28 लिये विपषमया #क ४०2 6 ॥7..] 
$४४--३१--५--3४४--- ७५ --3 

__ _५४+394-29--8 
9७०. 2५5--49५-- 3 








प्रदनावली 3.4॥ 
4. निम्न परिमेय व्यंजकों का गुणा कीजिए : 
5%<--3 2५%४--] 
५) आए ग+ 
न 
५ 2 25--4 
0 अल उलकजु 
39--9५ >>. 
(3) जहा और बज़्या 


] 
$ 
0ए) 8£४--752--6 और नया । 
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2. सरल कीजिए : 


(&--5)-+- 45% -+- 7 7-45£ 


ह--३ जड़ नव 
3, सरन कीजिए : 


(89--9१+6)--(७४--6-79) * - हैं 7 


0५--5 





3.9 परिमेय व्यंजक का पुत्क्रम । * 
पिछले अनुच्छेद में हमने सीखा है कि एक चर 5 में दो परिमेय व्यंज़कों 
का किस प्रकार गुणा किया जाता है । 


>-- न _2६--! 
#» सह ई। हऋ-- 
हमारे गुणन के नियम अु"र, गुणनफल निम्न है : 
(&--) »८ (2४--) 2९ 
छ्त्क्ाऋछ्ाणााओ 
यहाँ अंश और हर में बिना गुणा किए भी हम देख सकते हैं कि अंश 
और हर समान हैं। (क्यों ?) क्‍या आपको याद है कि न या न्क या जज क्पा 
हैं?” णे सब | के बराबर हैं। यह परिमेय व्यंजकों के लिए भी सत्य हैं। 
यदि एक परिमेय ब्यंजक के अंश ओर हर दोनों एक ही बहुषद के ब्रराबर हैं, तो 
हथ उस परिमेय ध्यंजक को | के बराबर मानते हैं | 


इस प्रकार, 


ह--] 25 +-+-7 
25+-+-7 अऋ--] 


क्या है? 








च्त्त्रै 





आपको याद होगा कि, परिमेय संख्याओं भें, हम न को-_- का व्युत्कल 


ह न है 20|7]. हनन 
(८7०८५) कहते हैं। यहाँ भी दे कहते हैं कि न पक कम का 


डयत्कम है । 


बीजोय व्यंजक 7 





इसी प्रकार, 
हझ-- | --! 25--3 हि 
बे कक शा मन मे ज अआाक घ220 203 ह्ठै। 





अप नए. 30/7+40+-9 का च्युल 
कप का ' उक़-कयत 7 कम है। 


प्रश्शावली 3.2 


4. निम्न परिमेय व्यंजकों के व्युत्क्रम लिखिए : 





». 0.55--0.7 55. 852--75--0.4 
(0) - ऊऋषनणीोा का  ७&--295--0.3 
:५०३ 2079--89५9*-- 5 

(॥) ““कज्प्ठह 


2. परिमेय व्यंजक शा न पा और उसके ब्युत्कतम का योग ज्ञात 


कीजिए । 


3. चर » भें एक परिमेय व्यंजक लिखिए जिसके व्युत्क्रम के अंश की घात 2 
हो तथा हर की घात 3 हो । 


4. निम्त का व्युत्करम क्या है ? 
हे न 
(0) 25--3 () है खाग हा 


3.]0 परिमेय वर्यंजकों का विभाजन 
आपको याद होगा कि यदि हम एक परिमेय संख्या पन्नू को दूसरी परि- 


42 गण्ति 


मेय संख्या -त्‌ से भाग देना चाहते हैं तो हम -*का-तू के व्युत्तम से गुणा कर 


देते हैं। अर्थात्‌, 


हे 8 _. ०८ 49 ..09 
किया तब 4 
हम ठीक इसी प्रकार एक परिमेय व्यंजक को दूसरे परिमेय व्यंजक से भाग देते 


हैं। 
यदि ञ और पि चर 5 में दो परिमेय स्यंजक हैं, तो 


4.6 _4.0_ 4००9 
598 ७09 8 (९, 4339<८ (: 





हि दे ४2-5४ --] हुै---] 
उदाहरण 24 : परिमेय व्यंजक हा को न से भाग दीजिए । 


हल : 


अै--ह--] _. ह४१--] 
अब । . #४#-+-2 


__ >3-|-६£--7 ७३ मल 2 


.. हए--ा हे] 


(४2--४--) »८ (६-+-2) 
(;&- 4) »< (४४--) ) 


>> +52-»६-- 25४2--25४--2 
ऊझ--+ --२-+- ) 


>> +4-3%2--32--2 
ह3--४*-४-- ] 


बीजीय व्यजक १3 


प्रश्तावली 3.3 


4. परिमेय व्यंजक सा 





से भाग दीजिए 
2. सरल कीजिए : 


39--5 त न 
5-29... 9-४ 


3. सरल कीजिए : 


५ “0, #> हर / इ-- 
0) | श्र] जा त्र्द्र 


0) [+#+-2)2009--] पड पर 








4. मात लीजिए ? स्लो तथा (0७--- है। 


ज्ञात कीजिए | 
(0) ?+0 0) ?>--0 (#) ?:८0 (6४) ?--७ 


मुख्य संकल्पनाएँ 
वास्तविक गणांकों घाले परिमेय व्यंजक 
बहुपद परिमेय व्यंजकों का योग 
बहुपदों का योग और और व्यवकलन 
व्यवकलन परिमेय व्यंजकों का गुणन 
बहुपदों का गणन और विभाजन 


बहुपदों का विभाजन प्रिमेय व्यंजक का व्युत्क्रम 
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तथा दूसरे पद के गुणा का तिगुना, धन पहले पद तथा दूसरे पद के वर्ग के गुणा 
का तिगुना, धन दूसरे पद के घन के बराबर होता है । 
उदाहरण  : (5५--)$ को प्रसारित कीजिए । 
हल ४ ("/५-+-)% #"»हझ3 --357 ९ ]--3% ८ [4--] 
ह्-ऊ  न-32*-- 3>--2 
उदाहरण 2 : (2£--39)$ को प्रसारित कीजिए । 
हल : (25--39)* --(25)3 -+-3(2%5)7(3५9)-+-3(25)(3५)* -- (39)$ 
प्- 859 --3 » 455 » 39 +-3 »८ 25 >< 992 -- 279१ 
न्ू853 --36५2ए7-[-54%9५?-|- 279५ 
उदाहरण 3 : (0)5$ को परिकलित कीजिए | 
हल: (0)2--(00--4) 
>३009 --3 > 005 »< ।-- 3 *८ 00 2८ 2-[- 9 
_+]000000--30000--300--] 
२5]03030] 


प्रदनावलोी 4.2 


निम्न व्यंजकों के धन परिकलित कीजिए : 


, 8-+-9 2. 8--25 
3, 5--2 4. 5--29५9 
5. 6:--79 6. #+उत् 
7 35%-+ 

निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 

8. 4027 9, 2058 


0. 00% ॥]. (0.5)% 


विशेष गुणनफल ओर ग्रुणनखंड प्प 


4.! 3 दो एकपदियों के अन्तर का घन 


ऊपर हमने दो एकपदियों के योग का घन परिकलित किया है। दो 
एक्रपदियों के अंतर के घन के बारे में आप क्‍या सोचते हैं ? 
हम जानते हैं कि 
(ह-9५)* ८-८ (४-9५) & (४-9) *६7--२४४५--५१ 
अतः हम हएऊ-- ए का घन सरलता से परिकलित कर सकते हैं । 
(७--५)* (४-५) « - ७५) 
न+(६४--५) २८ (६7--2%9--४* ) 
लन्ज3-- 2529-४५? ---५४ -[- 259५9 -- 9 ३ 
च्त|-- 3529 --38५92---५१ 
इससे हमें दो एकपदियों के अंतर का घन ज्ञात करने के लिए निम्त सूत्र 
प्राप्त होता है : 


कफ ता. (5-9७) --5४१-३35४&”2४--3%४9५? -- 9) 


यह देखा जा सकता है कि (४--9)* के प्रसार (७ऊफ़्थाआं०0) में दाईं 
ओर के पद वही हैं जो (६-9) के प्रसार में हैं । परन्तु इसमें पदों के चिह्न एक 
एक पद छोड्ते हुए धनात्मक और ऋणात्मक हैं । 


उदाहरण 4 : (28--30)* ज्ञात कीजिए । 


हल: (28--37)8 

<5(293) 3 --3(28)2 (30) +-3(28)(30)2-- (30) 
आ-959%-3 ८ 485 >( 30--3 »< 28 २८90? --27४2 
नचछ83--3697 0 -+-54202- 270१ 

उदाहरण 5 : 99) को परिकलित कीजिए । 

हल : 99% ->(00--)* 
न 00% --3 % 00%5 «८ -+-3 » 400 ५८ 7? --? 
न5000000--30000--300-- 4 
 55000300---3000] 
-970299 


है. 


गणिते 

प्रश्तावली 4.3 
निम्न व्येजकों के घन परिकलित कीजिए : 
3, 8-४9 2. 28--590 3. 85--। 

पड शा 

कै | -- ठ 35. 25% 37 
निम्न का मान ज्ञात कीजिए ; 
$, (97)9 7. (999)$ | 8. (9,9)3 


भै.2 कुछ विशेष गुणनफल ' 
कभी-कभी दो बहपदों का गंणनफल अति सरल प्रकार का आ जाता 


हैं। इस प्रकार का एक सुन्दर गूणनफल हमने कक्षा ९५ में देखा था जो 
निम्न है 


(४+-०) २ (७--१) अल्‍श 


जब हम बीजीय व्यंजकों के साथ कार्य कर रहे होते हैं तो यहु गणनफल 
“प्राय: उपयोगी रहता है । 


आइए निम्त गृूणनफल पर विचार करें 
। (>--५) > (४१--४५ +-५४१) 
जब हम इनका गणा करते हैं तो हमें निम्न प्राप्त होता हैं 
। ७+-9) <एए?--ऋए-++५१) 
स््ज्जूट --5४१५--हफ ० न है. रु -5५* न॑-क 
स्म्क् | 9५१ 
इस प्रकार, हम प्राप्त करते हैं कि 
के पी, (७५--9७)(७१--हझए-+-५7 ) बन्‍्ऊ? +- छ) 
इयान दीजिए कि दक्षिण पक्ष '(हष्टापत शैद्वार्व इंतेह) दो घनों का 
योग है । 
सवाहरण 6 : (5५--) (#--5+--१) ज्ञात कीजिए । 
हल : यदि सत्री में हम ४«5] लें तो हमें तुरन्त प्राप्त होता है कि 
(डे) )(४?--5२--]) >>») - 3 <ज -- £ 
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सथाहुरण 7 :; (28--30)(48१-- 6909 +-90*) 
हुल : छथान दीजिए कि द्वितीय गृणम्खंड 
4ुछम-- 688 +- 980 
++(28)7-- (28) (39) + (30) 
मूणजफज (24 +- 39) ६ (28)7--(29)(30) +- (39)? की तो के बाम पद 
(६४. 687076 8ांप॑ड) ये तुजना करते पर, हम देखते है कि हम यहाँ फल्‍न्टक ता 
9५--39 लेकर 7॥॥) को उपयोग कर सकते हैं। अतः हमे निम्न प्राप्त होताह : 
(28-+-39) (4७१---699 -- 98) 
ज्- (७) -+-(३3७)० 
न 687 -+ 2797 


अश्नावली 4.4 
सिझन' गुणनफनों को ज्ञात कीजिए : 
3. (७--2) (७१--20 --4) 
2, ([--9--95) (] --8) 
3. (075--0:9५) (0,.49:2---0.63:५9--0.892) 
बी... (250-- 7) (25% )2--.7 >< 25 +- 49] 
है 8 2 
5. (जे +व) जप हे +6) 
यदि हम ल्‍ैगा। में 9 के स्थान धर --9 रखें तो हें रिस्ल प्र 
छाई, (ऋ--9)(४/+-रइएन-छ ) चत्ही- कर 
हम इसकी' जाँच सोधा गृणा करके भी निम्न 97, 
(४--५)(४४५-४५--५)) 
ख्|ण्ज हीए-ह५---फकी हा 
ब->डे --कट 
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उदाहरण 8 : (४--)(४१-+-४--) ज्ञात कीजिए । 
हल ; ३ में ए--! लेकर हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
(--) 6८-->5--) --ह*--% 
सर --य 
उदाहरण 9 : (28---50) (482-- 080--259”) ज्ञात कीजिए । 
हल : द्वितीय गुणनखंड 
4482 --090 -250*--(28)2-- (23) (50) --(59) 
उपरय्‌कत को दृष्टिगत रखते हुए और फिर गुणनफल 
(28--50) (48%-- 0890--258%) 
की पाए के वाम पक्ष से तुलना करने पर हम देखते हैं कि £--28 और 
५5-59 लेकर इस सूत्र का उपयोग किया जा सकता है। 
छाप का उपयोग करने पर, 
(28--50) (48%*--040--250०0 -- (28)*-- (50) 
नू880--]250 


सा प्रश्तावली 4.5 
निम्न गुणनफलों को ज्ञात कीजिए : 
« (।--5) (--5--5८४) 
» (2555--5%9--99५*) (5%--39) 
«» (229--) ([--29--49) 
« (--28) (49?-- --29) 


' (करन क३७/त96 ) (%--+४ ) 


(3 कं: (+ऐ दिये ब्णय 


4.3 कक्षा तर में को हुई गुणनखंडन तकनीकों का पुनरावलोकन 


* एक बहुपद को उससे छोटी घातों के दो(या अधिक) बहुपदों के गुणनफल . 
के रूप में व्यक्त करने को गुणनखंडन (िटाणांटबा००) कहते हैं। कक्षा शा 
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में, हम परिमेय गुणाकों वाले द्विवात व्यजकों के गृणनखंड करने की चार 
विधियाँ पढ़ चुके हैं। जब गूर्णाक वास्तविक संख्याएं हो जाते हैं तव भी ये 
विधियाँ मान्द रहती हैं | आइए इन' विधियों का पुनराजलोक + करें । 
है. यदि किसी बहुपद के सभी पदों में एक उभयनिष्ठ सुणनखंड है तो हम उस 
बहुदद को ऐसे दो गुणदखंडों के गुणनफल के रूप में व्यक्त कर सकते हैं 
जिनमें से एक वह उभयनिष्ठ गृुणनखंड है : 
उदाहरण 40 : 5:2-- 35 एक बहुपद है जिसमें प्रत्येक पद 35 का एक 
गुणज है। हम लिख सकते हैं कि 
(455४2-[ 3४) -- 35» (55--) 
म, ऋ४--३७7-(४+-५) (५-१) 


अर्थात्‌, दो चरों के वर्गों का अंतर उन चरों के योग और अंतर के गुणन- 
फल के समान होता है । 


उदाहरण , || ; 49५2-- 2592-5 (7४ध)*“--(5५)* 
न्२(7४-+-59) (7४-5५) 
जा, #?2--2ह5ए-- 9-5 (४--४)* 
उदाहरण 42 : 45%“--205५--2595--(25)£“--2( 2४)(59) -- (5५) 
रू (2%-+-59)* 
39५७, £2--259--५5-(७5--५)* 
उदाहरण 43 ; >--24/5 »५--39* 
+-(७४)/-2(४)(५८3 ४)+(«/3 9) 
++(|3--५/३3 ५)* 


प्रदरनावली 4.6 
गृुणनखंड कीजिए : 


3. /2 ४-25 2. 79--297-.-499४ 
3. 5)--2 4. 7५9*--32* 
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5, 9१-2५ 29 --4 6. 0.00%४* -- 0.25४फ --भ* 
4. ए3--24/5 ४-३ 8, 252--2४/2 एऋ%--* 


4.4 द्वितोय घात के लिपद का गुण नर्जंडन 


एक चर ह5 में एक द्वितीय घात का त्रिपद 
न्‍ कह) -]- 5 -- ८ 
के रूप का एक बहुपद होता है छहाँ &,0,० (ज्ञात) वास्तविक संख्याएँ हैं। यह 
एक ड्िचात ध्यंजक (चृष्ाध्ती20 ०ह5ए/७5७०४) भी कहलाता है'। कुछ सरल 
स्थितियों में ऐसे बहुपदों के गजन्ंडन की विधिदेने के लिए, जाइए निम्न गृणन- 
फल पर घिचार करें: 
(अर्न-व) (फऋ-0) 
भुणा करने पर हमें निम्न प्राप्त होता है : 
एू-+-9) (६-०) | हे (8--09)%-+-& 
जते, झॉ+(8-+-9)-5+ 89 के प्रकार के बहुपद के 
(४-+-& 9 (४-0) 
के रूप में गुणनखंड किए जा: सकतें हैँ। 
कर 9, ४5... (७-- छह -+- कक्तो-- ४ +- 9) (४-४) 
ध्यान दीजिये विः यदि &१--४5५-- ४ कोई स्वे"छ विघात व्येजक है जहाँ 
हर का गूर्णांक $ है, तो बह ॥-/8--७)४--७७ के रझूथ का केवल तब होगा 
जय हम दो बाध्तविक संख्याएँ & गौर 9 ऐसी ज्ञात कर सकते हों कि उनका 
थोग 8--9, ४ ही तथा उत्तका गुणरफज ७0, 8 हूं। । 
उदाहरण 84 : ४ ४--7४+2 के गुणवखंड कीजिए । 


हुल ; यदि हम ऐसी दो संद्यारएँ सोच सकते है कि उनका योग 7 हो 
और मुंणनफल 2 ही हो # ५ का फ्रयोग किया जा सकता हैं। अब 2 के 
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।2८2, 2:26, 34 के रूप में गुणनखंड किये जा सकते हैं। इनमें से गणनखंड 
3 और 4 ऐसे हैं कि उत्तका योग 7 है | अतः हम' लिख सकते हैं कि 
ह ४3+-75-+-]2--55-- (4--3)5--4 ५८ 3 
और इसलिए #5१--75--25-5 (४--4)(5४--3) 


उदाहरण 75 : ह--25-38 के गुणनखंड कीजिए 
हल : हमें ऐसी दो संख्याएँ सोचनी हैं जिनका भुणनफल --8 हैं तथा 
योग 2 है । ---8 के गणनखंड निम्न हैं 
(--!) »८ 8, (--2) ८ 4, । »& (--8), और 29८ (-- 4) 
स्पष्ट है कि गुणनखंडों --2 और 4 का योग --2 है। 
अतः, 53--2४-8 --»४?-- (+--2)5-- 4 ८ (--2) 
च|्ज2--4ं5--25--2 ८ 4 
नत|(|>-+-4)--2(5--4) 


न(5--4)(5४--2) 
प्रद्ाादली 4.7 
गुणनखंड कीजिए : 
$. ज5-3- 25 --] 2. 57-- [05 +- 25 
3. ह5-]-6४--2 4. परम--29--3 
ु $. ४2)--वैं2--6 - 6, ४*+- न शक नठ 
५, हु... -- ४20 8. 52-)- 395 -- 297 


9, ज3-3- 25-- ३6 80, है... 9५--6फ 
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न.8 दो घनों के योग और अंतर का गृुणनखंडन 
अनुच्छेद 4.2 में हमर पढ़ चुके हैं कि 
(+५) (४ /--5५--५7) ०४४ “५१ 
दूसरे शब्दों में, यदि हम' दो घनो के योग 53--५४ के गुणनखंड करता चाहते हों, 
तो हम कह सकते हैं कि £--५ और #7--#५-+- ५४, ४$--9) के गुणनखंड हैं। 
इस प्रकार, - 
- » श, ४३ --३४१ ७ (5-४) (४४--5४४--४७१) * 
मान लीजिए हम वहुपद 5#१--] के गुणनखंड करना चाहते हैं । 
हम देखते हैं कि 5-- | 5--४२-- 8 । 
अतः, हम #शा का प्रयोग कर सकते हैं और निम्न गुणनखंड प्राप्त कर 
सकते हैं । 
हु -- [+>(४--) (४7--%६-+- ) 
क्‍या आप बहुपद ४४--%£--] के गुणनखंड कर सकते हैं ? प्रयत्म कीजिए । 
विप्पणी : यदि कोई ह्िघात व्यंजक ४2--/७४--७8 दिया हुआ है, तो 
ह सदेव संभव नही होता कि हम ऐसी दो वास्तविक संख्याएँ ज्ञात कर लें 
8 योग ४ और गृणनफल 39 हो | अत: हम 7७ का प्रयोग सदैव नहीं कर 
सकते । 
उदाहरण 6 : 827--279? के गणनखंड कीजिए । 
हल : हम देखते हैं कि 
8483--2798 -- (28) --(39)% 
अर्थात्‌ दिया हुआ व्यंजक दो घतों का एकयोग है । हम 7५] का प्रयोग करते हैं 
और निम्न प्राप्त करते है; 
887 --270%₹ --(24--30)((28)7-- (28) (30)+(39)% 
++(28--30)(482--699 -- 99?) 
उदाहरण 47 : 2९“2 53--]25 के गुणनखंड कीजिए । 
हल : हम देखते है कि 
20258. ]25->(१/ 2 ४)१-- (5) 
अर्थात्‌ 25८2 #8--25-(5/2 ४-+-5) ((६/2 »)१--(६/2 ») (5)+(5)0 
२(६/०9 5४--5) (272--55/2 ४--25) 
अनुच्छेद 4.2 में हमते बह भी पढ़ा था कि 
(७-५) (४+5ू५--४) >अ-- 
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अतः, जब भी कोई व्यंजक दो घनों के अंतर #*--9४ के रूप का हो तो 
हम उसके (#--9५) (४?--»%५--७”) के रूप मे गुणनखड कर सकते हैं । 
हर? ए्हू 5१-७१ -- (४-- 9) (४7--»9०--५४) 
' उद्यहरण 8 : [--०7 के गुणनखंड कीजिए । 
ले: [---४१--*--७४ है, जो दो घनों का अंतर है । 7शता] का प्रयोग 
करमे पर. हगें निम्न प्राप्त होता है * 
]--8* -> | 0-8४ 
++(--8) (4+-8+-8*) 
उदाहरण 9 : 25४3$-..89) के मणनखंड कीजिए । 
हल : हम देखते है कि 
2570-. 8ए? -(5:5)%-.. (29)? दो घनों का अंतर है । अतः हम 7५॥] 
का प्रयोग कर सकते हैं और निम्न प्राप्त कर सकते हैं * 
]2570--.89९ -- (55)3-.. (29५)? 
स| (3|2--29) ६ (5707-- (55) (2४9)+(29)7 
- (5४-29) (25%57--]0%४५--49%) 
4.6 सर्वसप्तिकाएं और प्रतिबन्धित सर्वबसमिकाए 
आइए निम्न सूत्र पर विचार करें: 
(--५)5-४६7--2४४--५* (2 
आइए ४ और 9 को कोई भी मान, उदाहरणार्थ 
>-८5], 9५5८-], दें। तब, 
()) का बाम पक्ष 55 (!--)2--थ 
() का दक्षिण चक्ष 5-5 !2--2 » ] »८ [ -- !8--4 
इस प्रकार, दोनों पक्ष समान हैं । आइए ४ और 9 के मानों के कुछ और 
युग्म, उदाहरणार्थ #--१, 9 9| इ८52, ५८5व; #-3, 95---5; इत्यादि' 
लेकर देखें । प्रत्येक स्थित्ति में हमें ज्ञात होता है कि वाम पक्ष और दक्षिण 
पक्ष के मान समान हैं । आप मालों के कोई और युग्म लेकर देख सकते हैं। इस 
प्रकार, हमें ज्ञात होता है कि (), » और ५9 के सभी मानों से संतुष्ट हो जाती 
है । ऐसी समीकरण को हम एक सर्वेत्षमिका (0०3४६9) कहते हैं। इस प्रकार 
एक सर्वेसमिकर कितने भो अज्ञातों (घता०क्ता$) में एक ऐसी समीकरण 
है जो अज्ञातों के सभी मानों के लिए सत्य है । 
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हम दो अज्ञातों में सबंसमिकाओं के अनेक उदाहरण देख चुके हैं । सूत्रों 
शा से छाए से सभी समीकरण सर्वसमिकाए हैं। है 
“आइए अब निम्न गुणनफल पर विचार करें: 
एर्न-र्न-छ) (न-ऑजिशी --श०४--थ४--२५) 
नजर 3--४५०+हशथौ--रए 2-2२ 9 
ना ५४ 2+४ + भर -औ2---३०४--३५ 
+2४+-29५92-+-४)- 9४४2स्‍--.--5४---#४ 
>> -- ४९ -- 70 -. 37५५2 
क्योंकि इस गुणनफल के अन्य सभो पद कट जाते हैं। अतः, 
(ह--५+-४2) (७/--४+-श४ौ---9४2४---१४--२९) 
| न्‍न्जो-- 9-2 --३एण2 (2) 
क्योंकि 5, 9, 2 के लिए बिना कोई विशेष मान लेते हुए हमें समीकरण 
(2) प्राप्त हुई हैं, अतः, चाहें हम 2, ५, 2 को कोई भी मान दें, यह समीकरण 
सर्देव सत्य है। इस प्रकार, (2) भी एक सर्वेंसमिका है | 
अब, आइए कल्पता करें 5, 9, 2 के ऐसे मान'हैं कि ४£|-५+2550 है। 
उदाहरणाथे, &5-२, ५552, 25---3 हैं। तब (2) के वाम पक्ष का गुणनखंड 
>--५-+-४ शुन्य है। अर्थात्‌ (2) का वाम पक्ष शुन्य है। अतः, (2) का दक्षिण पक्ष 
भी शून्य होना चाहिए अत: हम निष्कर्य निकालते हैं कि 
यदि &£-+-४+-2 55७, तो 
अर --9--शॉ--3ए9४2-750, (3) 
अथबा, हज -[ पी -[- 22 -- 3 फफ् (3) 
हम देखते हैं कि समीकरण (3) अयवा(3”) 5५, », 2 के सभी मानों के 
लिए सत्य नहीं है । उदाहरणार्थ यदि हम (3”) में ४--, »55, 252 लें. तो 
वाम पक्ष 5#ौृ!--।--8--१0 है जबकि दक्षिण पक्ष 3 >८ 2९  >६ 2556 
है । इस प्रकार, समीकरण (3') मानों ४5७5], ५55 ,2552 से संतुष्ट नहीं होती । 
समीकरण (3) अथवा (3), », ५, » के ऐसे मानों के लिए सत्य है जो 
समीकरण ४+-५-+-८-750 को संतुष्ट करते हैं। या, दूसरे शब्दों में, जो प्रतिबन्ध 
5४--०--2८-७ को संतुष्ट करते हैं इसी कारण, (3) अथवा (3“) एक प्रलिबन्धित 
सर्वसमिका (८0॥रकक्ष०जन्ग वचेशाधंधए) कहलाती है'। 
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इसी प्रकार, थदि हम (2) में ह 
४-४ + 2-9 2--४2४--४५ज७+0 

लें, तो (2) का वाम पश्ष पुन: 0 है और इसलिए दद्षिण पक्ष भी शून्य है। हमें 
तब एक दूसरी प्रतिबंन्धित सर्वेसमिका प्राप्त होती है| यह निभ्न है: 
'यंदि %-- ५१-|- 22-97 2४--59--0, तो 

ज 0-99 -]- 28 --35फएट (4) 

अज्ञा्तों के ऐसे मानों का एक उदाहरण ह#--, 75-, 25- है । 

पा सर्वंसभिका का एक अन्य उदाहरण जो अति सरल है 
भिम्म है: 


यदि #--9--0, तो #*-.-५१ -- 0! (5) 
कया आप दर्शा सकते हैं कि निम्न भी एक प्रतिवन्धित सर्वसभिका है : 
यदि इ--9५550, तो ह#४-- ५१-९0? 5 (6) 


हम कहते हैं कि 
एक प्रतिबन्धित सर्वसमिका दो या उससे अधिक अज्ञार्तों में एक ऐसी 


समीकरण होती है जो केवल तभी सत्य है जब अज्ञातों पर कोई प्रतिबन्ध लगा 
ही । 


अब हंम प्रतिबन्धित सर्वसमिका (3?) के उपयोग पर एक उदाहरण हल 
करने हैं। े 
उप्नहरण 20 : सिद्ध कीजिए कि सभी वात्तविक संडपाओं 8, 5, ० के 
लिए, | 
(0०--०)* +-(०-- 8) -|- (४--9)* <- 3(9--0)॥(०--७)(४-- 5) 
हल : आइये 9--0-5%, 0--985-9५ तथा ४--77>2 लिखें । 
तंव, "५ --०5८ ७---४--८--६--४--०-० 0 
अब ऊपर समीकरण (3) के, 
(9--०)* -- (2--8॥ * -(9---9) १ 
स्ज्ज-आ 25 जहाँ, |+-५४-+- ४०% 0 
ज्ज्ऊक फछ 
मम 2(9--0)॥(०--७)(४---5) 
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प्रश्तावली 4 8 
गूणनखंड कीजिए । 
ह., 83-..] 2. 9--9४ 3. 85% -- 343 9५४ 
[ 5 3 _]. 3__.०0.. /05/3 3__0 3 
4. ठाढह ६3--80%४ 5. हल 2«/298 6, 0.00% 4259 


#7. सिद्ध कीजिए कि 
85(७--०)१--४१(०--9)?-- ०४(४--9)* 
उत 3800९(9--०) (9--०) (८--०७) 





मुख्य संकल्पनाए 


एक द्विपद का घन द्वितीय घात के ल्विपद का 
दो संख्याओं के योग और गुणनखंडन 

अंतर का घन सर्व॑ंसमिका 
दो संख्याओं के घनों प्रतिबन्धित सर्वेसमिका 


का योग और अंतर 


3 5 


मि 


(0 


40. 


विविध प्रइनावली 3 
(एककों !, वा, द्रा और ॥५ पर) 


]ओऔर </2 के बीच एक परिमेय संख्या ज्ञात कीजिए । 


: /5 और ५/[3 के बीच एक अपरिमेय संख्या ज्ञात कीजिए । 
. निम्न वास्तविक संख्याओं को संख्या रेखा पर निरूपित कीजिए : 


(0) इन्‍ह ० (0) --४१0 
(0) ३५5 (०) ४/0--2 


- दशमलघ के 4 स्थानों तक (4/2)* ज्ञात कीजिए । 
. ऐसी दो अपरिमेय संख्याए दीजिए जिनका गुणनफल एक परिमेय 


संख्या है । 


. ऐसो दो अपरिमेय संख्याएं दीजिए जिनका गूणनफल एक अपरिमेय 
संख्या है । 


- क्या शून्य एक परिमेय संख्या है. या अपरिमेय संख्या है ? 
. ऐसी दो अपरिमेय संख्या दीजिए जिनका योग एक परिमय संख्या है । 


, दशमलव के तीन स्थानों तक निम्त में से प्रत्येक छा मान जहत्त 
कीजिए । 
(0) (४४5) (8) (25)* 
(89) (8) $ (०) 2+-(625) 


निम्न में से प्रत्येक को घातों के ऐसे गणा या भाग के रूप में व्यक्त 
कीजिए जिनमें &.और ४ दोनों (घनात्मक मानते हुए) कैवल एक ही 
बार आएँ तथा सभो घातांक धनात्मक हों 
,, 5-2४-०४)-६ हि 233 -+ ॥5 
(0) दुद्घ-ककू-छ 2 पा तुला 
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हा. निम्न में से कौन-कौन सत्य हैं ? 
6) 28--2#-527 (0) 3, 38-- 36 
() &४ ६ &- 5०8०९ 69५) (87 ०८७7) १००७ ?* 
42. भिम्न में से प्रत्येक में 8 का मान ज्ञात कीजिए : 
(0) (४/5)*% (५/5)१- (६/5)7 
(7) (४2)?-+ (/2)75>(&/2)"* 


() ( --) (हु उ--) ++०४/४--] 
ही । ४3- उठता 5 5 


83. निम्न में से प्रत्येक का मान निकालिए और परिणाम को घातांकीय 
संकेतन में व्यक्त कीजिए : ध 3 
6) [(./6).८5/6] है (४) 57८ (57-55) 
84., यदि 2594 (45) (५/5)०--54/5 है, तो 8 ज्ञात कीजिए । 
॥5. यदि [36 /८ (+/०5))--(५/6)7 --(५/6)*-० है, तो & ज्ञा कौणिए 
6. अभी तक सीखे हुए नियमों का प्रयोग करते हुए, निम्त को सरल 
कीजिए 





(0) 5+३४36 (9) 2--३५/48 
87, यह मानते हुए कि 9, 9 धनात्मक संख्याएँ मनिरूपित करते हैं, निम्न 
को सरल कौजिए 
५) अटय ४) ( $ल5ह6४०७ -- $/इ६-%छ८5 | 
0) 3हुद्दू (9) (47280 + ६/38-#-४ ) 


निम्न को सरल कीजिए : 
88. (३/3 22--08+-75/3) + (3५/3 २४+-%८-25/3) 
ह9. (५/7 |3--55४--35/3) + ६25/7 हछए--४४--2५/3)--(34/7 #ऋ४ 
है थ 
दर्शाई गई संक्रियाएँ कीजिए : है 
] 
20. 50 
कह ८ [ हि )_ | 
2., ([---२/2 3) » (७+-2 «/2 ४--)+>55--«/०2 5-2: 


“ विविध्व प्रश्नावस्ी । 9] 


22, (४--५/2) »< «7 5 *< (!--१) 

23. (०--3७७--5) -+- (६-+-2) 

24, (3५5%-...2४0-[-४१-- 23 --- ((१--5६--]) 
मिम्न को सरल कीजिए : 


] ] |] 
न आम! 50 «6 मी का 
3 पक यह उक 55 अब कप ते छह पक, 
ञ्‌ ल्‍- ३ िल शर! आकर 5 
आल की अल नल 


बा 


29. दर्णाई गई संक्रियाएं कीजिए : 
35४2-55 .__ 53.]-35--.] 


४-35 333... 95% , ] 
टे ही है 
30. यदि 7१ --७/:-+- आर पैथा 8--4/5-- श्र तो निम्न शात 
कीजिए : - 
6) १९ --25 (0) ४-25. 


34. एक आयताकार खेत का क्षेत्रफल (52--75४--2) बर्ग, मीटर है। 
यदि उसकी एक भुजा (६---3) मीटर है, तो दूसरी भूृंजा ज्ञात कीजिए । 
32. 5, 7--5 तंथा 2+> के व्पुत्क्रमों का योग ज्ञात कीजिए । 
निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए : 
33, (%:--59) (9४१-. 5%ए9--259१) 
34, (५2 3-५) (2४४-+-५/2 5४--५४) 
निम्न में से प्रत्येक के गुणनखंड कीजिए : 
385, | -- 88% 36, !259%-..! 
उ7. 64[23-[-2608 38. 277-[- 06% 
39. (--0%+0 
40. सरल कीजिए : 
(30207१-(3008 
' -ठ565%8-565656ठ6-+ठ656% 
4. सिद्ध कीजिए कि ' 
, --2५97-- (27--32) -+- (32--»* 5७ ३ (५---29) (2४-32) 
(3४-०0 


एकक ४ 


रंखिक सपीकरण और असमीकरण 


इस एकक में हम रखिक समीकरणों और असमीकरणों (९कवा' 
धपुपाांगा3 ४४0 600800॥8) के आलेखों (2/99॥5) का अध्ययन 
करंगे। हम दो बघरों में युगपत्‌ रेखिक समीकरणों (जँग्राणाधवा९०७५ 
जाया ०(ए)४/४/०॥५)और आलनलेखन से तथा लुप्तीकरण (शींप्रां॥ब्रा0॥) 
फी विधि से उन्हें हल करने के बारे में भी पढ़ेंगे । 


5.] संख्या तल अयवा कार्टेजियन तल 

कक्षा शी में, हमने सीखा था कि अपनी इच्छानसार चनी हुई निर्देशांक 
बक्षों के संदर्भ में एक तल में किसी बिंदु की स्थिति किस प्रकार, निर्धारित 
की जाती है। आपको याद हीगा कि पहले चतर्थाश (१७७०४७॥॥) में एक बिदु 
के दोनों निर्देशांक धनात्मक (90०आंध४५०)होते हैं; दूसरे चतुर्थाश में » ऋणात्मक 
(62209५९) होता है तथा ५ धनात्मक; तीसरे चतुर्थाश में दोनों ऋणात्मक 
होते हैं, और चौथे चतुर्थाश में » धनात्मक होता है तथा » ऋण त्मक | 
(देखिए आकृति 5.]) आपको यह भी याद होगा कि दोनो निर्देशांकों को एक 
विज्येष क्रम में लिखना पड़ता है। वह यह कि भुज (४7$0०६५६७) पहले 
लिखा जाता है तथा कोटि (9ठींएक॥/७) बाद में । अत. (3,4) और (4,3) दो' 
भिन्‍न त्रिंदुओं के निरदेशांक हैं । 

हम यह पहले ही पढ़ चुके हैं कि वास्तविक सख्याओं को एक रेखा पर 
बिदुओं द्वारा निरूपित किया जा सकता है और इसी कारण वह रेखा जिस पर. 
वास्तविक संख्याएं निकूपित की गई हैं संख्या रेखा कहलाती है । इसी प्रकार, 
एक तल में बिंदुओं की स्थिति निर्धारित करने के लिए निर्देशांकों की संकल्पता 
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को प्रविप्ट करके, हमने. वास्तविक संख्याओं के क्रमित युग्मों (0एत९७प० 
एथ8) को तल में विदुओं द्वारा तिरूपित किया था। इसी कारण, बह तल 


६ 


ध्र्ज 


ता 
ब 


#& अऋगानपक 


जज घनाग्मक 


४ पनात्मदा 
४ छत्त्मस्ट 


बी 
५ >न-->न्‍...न- > 


बज 


॥७७७॥एशएश"न"श"श"ए"एएएढत भा जा आयाम लीक 
हु ठ डा 


ञर “5 5-4 53 -“2 -॥१ !8 2 3$ ६ 5 
भर 
-१ 
-2 
ग़्‌ पर 
> ऋणात्मक 3 » घतात्मक 
७४ भाणात्मक ५» ऋणात्मक 
-4 
5 
रन 
है 
माकृति 5.4 


जिस पर एक निर्देशाँक पद्धति (000.374806 $५६४८॥४४) प्रविष्ट कर ली गई है 
एक संख्या तल (7070० 9!876) कहलाता है चूँकि इसमें प्रयोग होने वाले 
निर्देशांक व्यापक रूप में काट जियन होते हैं, अतः संख्या तल, कार्टेज्नियन तल 
(९्लंल्डांत्ा छोश्ा6&) भी कहलाता है। 
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उदाहरण | : निम्न बिंदुओं कौ आलेखित ([/0() कीजिए 
(, 2)» ( 3» (--3, 59, (6, --4), (0, 4), 
(2, 0,) (0, 0), (--2,-६ 
हल : मात लीजिए 8 ,8, ८, 9, 8, छ, (5, से क्रमशः दिए हुए बिदु 
४ ! इन बिंदुओं की स्थितियाँ आकृति 5.2 में दर्शाई गई हैं । 






विद &(,2) 


60, 0) £ (2$0) 





5 9 -2 
+4(-2, हर 
>3 
इएछ- 4.) 
-ठै का 
७ (3,-5. । 
(3,-5)) - है 
-6 
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कस प्रसलाणली 5. ॥ पा 
॥., लिम्त आकृति में बिंदुओं », 9छि, (४, !9, 8, छ, (5 के निर्देशांक 


ज्ञात कीजिए डर 
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2. क्या क्रमित युग्म (2, ) और (!, 2) संख्या तल का एक ही बिदु 
निर्धारित करते हैं ? 


3. कया क्रमित युग्न (--, ) और (, --) संख्या तल का एक हरी 
बिदु निर्धारित करने हैं ? 


4. अपनी इच्छानुसार निर्देशांक अक्षों को चुनकर संख्याओं के निम्न 
क्रमित युग्मों द्वारा निर्धारित बिंदुओं की स्थिति अंकित कीजिए 


() (2, 3) (0) (--2, --3) (9) (--2, 3) 


(०) (3, --2) (५) (5, 4) (५१) (4, 5) 
(शा) (4, -5).. (रक) (-4, 5) ($0) (--4, --5) 
(४) (4, 0) (5) (0, ---4) 


5 तल के ऐसे 5 बिदुओं की स्थिति दीजिए जिनका भुज 2 है । 


5.2 आँकड़ों का आलेखीय निरूपण 


हम देनिक जीवत की समस्याओं में आऑँकड़ों के अलेखीय निरूपण 
(874 0048[ 72.07286ग्रा५07) के दो उदाहरण दे रहे हैं । 


उदाहरण 2: यदि एक स्टेशन से दूसरे स्टेशन का प्रति यात्री रेल किराया 
0 रु० है, तो दो यात्रियों का रेल किराया 20 ₹० होगा, तीन यात्रियों का 


रेल किराया 30 रु० होगा, इत्यादि यह सूचना सुविधाजनक रूप से एक सारणी 
के रूप में निम्त प्रकार निरूपित की जा सकती है : 





तिल 


यात्रियों की सँख्या ] 2 ३ 4 5 6 प्र 





क्जिजज तज भ5 


रेल किराया 
(रुपयों मे ) 0 20 30 40 50 60 7७ 


४ तस++सकफसससससअस 4 ल न न्यॉछसस ससफफफस अब -तह>ह२हबनऔईन+..8.....8.8.8080.00/फह0है..र 





जननी नी तीन--. 
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हम इस सूचना को कार्ट ज़ियन निर्देशक पद्धति का प्रयोग करके चित्र 
के रूप में भी निरूपित कर सकते हैं : 


यदि हम यात्रियों की संखया को >-अक्ष या उम्नके समांतर रेखा के 
अनुदिश निरूपित करें तथा रुपयों में रेल किराये को ए-अक्ष या उसके समांतर 
रेखा के अनुदिश निरूपित करें, तो उपर्यकत सचना को निम्न प्रकार निरूपित 
किया जा सकता है जैसाकि आकृति 5.4 में दिखाया गया है । 


पृ 

ई7/790 
7 | | /। 
गद ४5,689) 
9१ 





45,985 


।$ 
व 
। 
| 


आकृत्ति 5.4 
इस चित्रीय निरूपण (ए0078]| 7७[97०5०॥६०707) को यात्रियों की 
संख्या के सापेक्ष रेल किराये का आलेख कहा जा सकता है । 


उदाहरण 3 : एक शहर की 955 में जनसंख्या 20 हजार थी, 960 में 
वह 30 हजार थी, 965 में वह 40 हजार थी जबकि 970 और 975 में वह 
क्रमणः 50 हजार और 60 हजार थी | हम इस सूचना को निम्न सारणी में 
निझपित कर सकते हैं 


95 गण्ति 





ह वर्ष ]955 .. 960 ]965 970 ]975 
जनसंख्या 
(हजार में ) 20 50 40 50 60 





पुन: कार्टेजियन निर्देशांक पद्धति का प्रयोग करके हम इस सूचना का 
चित्नीय निरूपण करते हैं । 

यदि हम वर्ष को £-अक्ष या उसके समांतर रेखा के अनुदिश तथा हजारों 
में जनसंख्या को #-अक्ष या उसके समांतर रेखा के अनुदिश निरूपित कर, तो 
उपर्युबत सूचना आकृति 5.5 में दिखाये अनुसार निरूपित होती है । 


६ 4 


()975, 80) 








गा 970 ,50 ) 
(965,40) 
» (960,30 ) 


(955,20) 





जन्‍यक.. उयूक.. अया कम छा 





955 , 960 8965 970 )975 » 


आकृति 5.5 
इसे उस शहर की जनसंख्या वृद्धि का आलेख कहा जा सकता है । 
हम देखते हैं कि किसी सूचना का आलेख उस सूचना का एक चित्रीय 
निरूपण है। 
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अपनी पिछली कक्षाभों में, हम एक चर में रेखिक समीकरणों और 
असमीकरणों के बारे में पढ़ चुके हैं। इस अनुच्छेद और इससे अगले अनुच्छेद 
में हम इतके आलेखों का अध्ययन करेंगे। - 
5.3 एक चर में रंखिक समीकरणों के आलेख ४ 

हम कुछ उदाहरणों की सहायता से एक चर में रेखिक समीकरणों के 
आलेखों के बारे में अध्ययन करेंगे । हे 

उदाहरण 4 : 5-2 का आलेख 





आकृति 5.6 


400 मणित 


आइए काट जियन तल में कछ ऐसे विदु लें जिनमें से प्रत्येक का भूज 2 
है अर्थात्‌ ऐसे बिंदु ले जिनके लिए #-निर्शशांक 2 के वरायर है। ऐसे क 
उबाहरण (2,0), (2,2), (2,--2), (2,3) और (2,---5) हैं। आइए इन सभी 


| है 


(३ 


ु 
2 








($-9 पं । 


हि आकृति 5.7 
त्रिदुओं को आजेखित कर । (देखिए आक्ृत्ति 5.6) हम देखते हैं कि थे सभी 
बिंदु एव रेखा पर स्थित हैं जो (४ के समांतर है | पुतः, यदि हम इस रेखा 
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पर कोई भी बिंदु लें तो उसका भुज 2 डोगा अर्थात्‌ झइ-निर्देशांक 2 होगा। इस 
प्राकर, यह एक ऐती रेखा है कि वे स+» “ बिद्ुु, जिनके भुज 5 समीकरण 7-52 
को संतृष्ट करते हैं, इस रंखा पर स्थित हैं। हम इस रेखा को समीकरण #&5"52 
का आलेख कहते हैं । ह 

उदाहरण 5 : 2४-+-3 50 का आलेख 

दी हुई समीक रण से हमें प्राप्त होता है कि &----४ है । 

आइए कार्दे ज़ियन तन में कुछ ऐसे थिदु लें जिनमें से प्रत्येक का भुज --$ 
है अर्थात्‌ ऐसे तिंदु जि लके लिए इ--तिर्देशांक--$ के बराबर हैं। ऐसे कुछठदाहरण 
(--9,0 ) ( जड़े, ॒ ) 7 ( अाक कैप ) 7 ( स्द्कुा ग्रै 2) 7 (“-$,--2) धि । आइए इन 
समो बिंदुओं को अलिबित करें। (देखिए आकृति 5.7) हम देखते हैं कि ये' सभी 
त्रिदु एक रेखा पर स्थित हैं जो 0४ के समांतर है। पुन: यदि हम इस रेखा पर 
कोई भो बिंदु लें तो उत्तका भुज --ह| होगा, अर्थात्‌ इ--निर्देशांक --$ होगा। 
इस प्रकार, यह एक ऐस्ीी रेखा है कि वे सभी बिंदु, जिनके भुज समीकरण 
5+--$ को संतुष्ट करते हैं, इस रेखा पर स्थित हैं । हम इस रेखा को समी- 
करण ४ ----$ का आलेख कहते हैं । 

उदाहरण 6 : ४9-5ह$ का आलेख 

पहले की ही तरह, आइए कार्ट ज़ियन तल में कुछ ऐसे बिंदु लें जिनमें 

पु लि 





आकृति 5.8 
से,प्रत्येक की कोटि $ है अर्यात्‌ ऐसे बिंदु जिनके लिए 9--निर्देशांक ई के बराबर 
है। ऐसे कुछ उदाहरण (0,4), (2,$), (--2,$), (--3,$) हैंँ। आइए इन 
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सभी बिंदुओं को आलेखित करें। (देखिए आकृति 5.8) हम देखते हैं कि ये सभी 
बिंदु एक रेखा पर स्थित हैं जो 0५ के समांतर है | पुत., यदि हम इस रेखा 
पर कोई भी बत्रिंदु लें तो उसकी कोटि $ होगी, अर्थात्‌ #-निर्देशांक ई होगा । 
इस प्रकार, यह एक ऐसी रखा है कि वे सभी बिद्व, शित्तको कोटियाँ 9 समीकरण 
५-5ई को संतुष्ट करती हैं, इस रेखा पर स्थित हैं। हम इस रेखा को समीकरण 
५--ह का आलेख कहते हैं । 

क्या आप देख सकते हैं कि हम ५-5६ को 27--55-0 के रूप में भी 
लिख सकते हैं ? 

उपय्‌क्‍त उदाहरणों से, हम देखते हैं कि एक अज्ञात 5 या 9 में एक सस्री- 
फरण का आलेख एक रेखा है जिसके भुज 5 या फोटियाँ 9 दी हुई समीकरण को 
संतुष्ट करते हैं । ह 
5.4 दो चरों में रंखिक समीकरण 


आपको याद होगा कि एक चर में एक समीकरण समभिका (८वण्था५) 
का एक ऐसा कथन होता है जिसमें एक अज्ञात अंतर्निहित होता है । इसी प्रकार, 
जी घरों में एक समीकरण समिका का एक ऐसा कथन होता है जिसमें दो अज्ञात 
अंतनिहित होते हैं। 
मान लीजिए कि किसी गाँव में चावल की पेदावार 50 क्विटल प्रति 
हैक्टेयर है। यदि हम चावल के एक खेत का हैक्टेयर में क्षेत्रफल 5 से व्यक्त 
करें तथा क्विटलों में पैदावार ५ से व्यक्त करें, तो 
५9--३0% 
इस प्रकार हम दो चरों और 9 में एक समीकरण प्राप्त करते हैं। इस समी- 
करण में, क्षेत्रफल # जितना अधिक होगा, पेदावार 9 उतनी ही अधिक होगी । 
एक अन्य उदाहरण लीजिए | 
:. एक संख्या 9 दूसरी संख्या ह के दुगुने से सदेव ! कम है। तब, £ और 
9 में निम्न संबंध है : 
छल्न27--] () 
जो दो चरों में एक समीकरण है! 
यदि हम ह5--3, #--5 लें तो हम देखते हैं कि () एक सत्य कथन है 
हम कहते हैं कि £--3, ४-55 या यह कि क्रसित युग्म (3,5) समोकरण () 
का एक हल है । ४ 
बया आप () के कुछ अन्य हल ज्ञात कर सकते हैं ? पुन: 5-4, ४-57 
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से ([) एक सत्य कथन हो जाता है । अतः, क्रमित युग्म (4,7) भी समीकरण 
() का एक हल है ! 


हम देखते हैं कि () में हम & को चाहे कोई भी मान दें, हमें ५ का ऐसा 
तदनुरूपी' मान प्राप्त हो जाता है कि इस प्रकार प्राप्त क्रमित युग्मस समीकरण 
() का एक हल है। 


टिप्पणी : पिछला कथन सभी समीकरणों के लिए सत्य नहीं है । 
उदाहरणाय, यदि 2%--3 है तो हम $ के अतिरिक्त हे को कोई भी मान नहीं 
दे सकते । क्योंकि हे के किसी भी अन्य मान से समीकरण सत्य नहीं होती । 


समीकरण #+--2 को लीजिए | हम इसे ४--09-5--2 के रूप में' 
लिख सकते हैं । अतः इसे दो चरों में एक समीकरण समझा जा सकता है। इसी 
प्रकार, 39-55 को दो चरों में एक समीकरण 0£--395--5 के रूप में लिखा 
जा सकता है | हम देखते हैं कि 


एक चर में ध्रत्येक समीकरण को दो चरों में एक समीकरण समझा जा 
सकता है । 


5.4. दो चरों में रेखिक ससमीकरणों के आलेख 


उबवाहरुण 7: 25--39--6 का अलेख 


कार्टेज़ियन तल &0४५ को लीजिए । पहले हमें कछ ऐसे क्रमित युग्म ज्ञात 
करने “की आवश्यकता है जो दी हुई समीकरण के हल हैं। फिर हम इन क्रमित 
युग्मों को तल पर बिंदुओं के रूय में आलेखित करेंगे | जाँच करने से, हम देखते 
हैं कि (0,2), (3,0), (--3,4) कुछ ऐसे क्रमित युग्म हैं जो दी हुई समीकरण 
को संतुष्ट करते हैं। इन बिंदुओं को तल पर आलेखित कीजिए। (देखिए 
आकृति 5.9) हम देखते हैं कि ये सभी बिंदु एक रेखा पर स्थित हैं। हम यह भी 
देखते हैं कि कुछ अन्य बिंदु (9,---4), (--6,6), (6,--2) ऐसे हैं जो इस रेखा 
पर स्थित हैं। हम इसकी जाँच कर सकते हैं कि ये उपयु कत समीकरण के हल 
भो हैं। हम इस रेखा को समीकरण 25--39--6 का आलेख कहते हैं | 


आइए एक अन्य उदाहरण लें। 


गणित 
है। 





आकृति 5.2 


उदाहरण 8: %£-+295- 3 फा आलेख 


हम काट जियन तल &09 ह ते हैं । (,) (3,0) (--] 2) इस रूमीकरण 
के कुछ हल हैं। हम इन बिंदुओं को कार्टेज्यिन तल पर अलेखित कश्ते हं । 
देखिए आकृति 5.0) हम देख्ते है कि ये बिदु एक रेखा पर स्थित हैं। इस 
खा पर कुछ अन्य बिंदु (5,-- ), (7,--2), (--3,3), (--5.4) हैं । हम देखते 
है कि इन्में से प्रयेक क्रम्ति युग्म भी दी हुई समीकरण का एक हल है। 

हम इस रेखा को रूमीक्रण 5--297-3 का अ.लेख कहते हैं । 


हम देखते हैं कि एक या दो चरों में एक रेखिक समीक्रण का अ'लेख 
सर्देव एक रखा होता है । साथ ही, याद कीजिए कि ज॑से ही हमें किसी रंखा 
के दो बिंदु ज्ञात हो जाते हैं तो बह रखा निर्धारित हो जाती है। अत:, एक 
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( की * 


2० ७.. "-(३- "8 .9॥ नि 
जा हट 
घोरिक-* 


अर कक आके: ] ) ७8 
नल ( 
जाकंँति 3.50 


शखिक समीकरण का आलेख प्राप्त करने के लिए उस 


प्राप्त करना पर्याप्त रहता है। तब, इन दो हलों के द 


घसलाने वाली रेखा उत् समीकरण का आलेख है | 


प्रदनावरली 5.2. 
[ निम्तय सभोकरणों के आलेख खींचिए : 


पा 3 ह्ड हम ८, 
() अत -->े (#) पतत- 4 
[व] टछ ८7 -+5 ([एछ) उेडू >- के 


3 सर्मीकरण ए 5 का आलेख खींजिए।! 
पृद्धिए जब फए 5० है तथा ए का बहू साल "डहिए 
७ झु--% -म-5 के आनलेख खोंचिए। जलेगखर 


जद ड 57-2४ है चया ४ का दत मान 3ढ़िए जब ४-ह हैं? 


स्क निम्म स्प म्तुः प्न्येक जज प््मू श्ल खोंजिए 


($१॥ अं -> 4 ए 5-6 (7 
[हि फुन्‍-ल्‍स्‍थेघनी। (पं 5 


ये आओ 52 
है आप, * 


करा 


द 
प्‌ 


हा 


१95 


४७... १३५४१) 
आप ४ ए्ह"5ः 
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5.5 एक चर में रंखिक असमीकरणों के आलेख 


आपको याद होगा कि एक चर में एक रेखिक असमीकरण ([6व॥7 
37८वप४४४0०0) असमिका (76070०॥79) का एक कथन होता है जिसमें एक 
अज्ञात अंतर्निहित होता है । अब हम ऐसी रेखिक असमीकरणों के आलेखों के 
बारे में अध्ययन करेगे । 


उदाहरण 9 : असमोीकरण ह &€ 3 का आलेख 


हल : पहले हम समीकरण #ऋ£-53 का आलेख खोींचते' हैं। यह ५-अक्ष 
के समांतर एक रेखा है जिस पर स्थित प्रत्येक बिंदु का भुज' 3 है। यह रेखा 
तल को दो क्षेज्ञों (/22075), मान लीजिए; ! और व, में विभाजित करती है । 
(देखिए आकृति 5.) आइए क्षेत्र में कोई बिंदु लें | ऐसा एक सूृविधाजनक 
बिंदु (, ) है । स्पष्ट है (!, 7) असमीकरण 5६3 को संतुष्ट करता है'। इसी 
प्रकार, क्षेत्र । में प्रत्येक अत्य बिंदु का भुज << 3 है और इसलिए वह 
असमीक रण 53 को संतुष्ट करता है । 


१) 





आकृति 5.88 
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अब हम क्षेत्र तर में कोई बिंदु लेते हैं। ऐसा एक सुविधाजनक बिंदु 
(4, 0) है | क्रमित युग्म (4, 0) अवमीकरण 5 <& 3 को संतुष्ट नहीं करता । 
साथ ही, स्पष्ट है कि क्षेत्र [ में किसी अन्य बिंदु का भुज भी >>3 है और 
इसलिए वहु असमीक रण 5 & 3 को संतुष्ट नहीं करता । रेंखा ४-53 पर, जो 
क्षेत्रों । और ॥] को पृथक करती है, स्थित प्रत्येक बिदु का भुन ४-3 है और 
इसलिए वहू असमीकरण # &€ 3 को संतुष्ट करता है । चूंकि क्षेत्र ।या रेखा 
5--3 के प्रत्येक बिदू का भुज असमीकरण ह£ & 3 को संतुष्ट करता है, अतः 
रेखा £-3 को सम्मिलित करते हुए क्षेत्र / असमीकरण & &£ 3 का आलेख 
कहलाता है । 

उदाहरण 70 : अप्सीकरण 9५ >--2 का आलेख 

हल : पहले हम समीकरण 9 5--2 का आलेख खींचते हैं। यह #-अक्ष 


सेश तू 


5 । 
* * क्र 
| ॥॒ के “का मु 
2+ (१५४) 
$ 2 * 
0 ॥ $ ५ । 
कहे बह कर 35 9 जा पान ह अत सइुर पा ज७ पाकर इक हक +-+जन-++++२२३६ 
भेपष हम ही, हलके “4४ +प ०७70) 25, हि ' 
हि 7727० हक 5: 47+ 30 
न्‍ रे है 





जा | 4 2००2० -- हनन -++म-+ जन ५ 43७ ७333-33. 3 ५७43५33७+.५ >-कलक++++ » >> के... क्‍ <+39७43 333>44 2. 4७७42. « «०» 


ने 
] 
4 क्षेत्र ए्‌ 
हे 





डी 


है. 
. आकृति 5.42 
के समांतर एक रेखा है जो बिंदु (0,.--2) से होकर जाती है। यह रेखा तल 
४00९ को दो क्षेत्रों मान लीजिए और ॥., में विभाजित करती है (देखिए 
आकृति 5.2) 
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क्षेत्र] में कोई बिंदु लीजिए । ऐसा एक सुविधाजनक बिंदु (0, 0) है। 
क्रमित युग्म (0, 0) असमीकरण ए>>--2 को संतुष्ट करता है । साथ ही क्षेत्र 
[ में प्रत्येक अन्य बिद की कोटि >--2 है। इनका: तदनूरूपी क्रामत युग्म 
अरूमीकरण 7१>--2 को संतुष्ट करता है । क्षेत्र ता में प्रत्येक बिंदु की कोटि 
--2 है। इनका तदनुरूपी क्रमित युन्म असमीकगण ५ >४--2 को संतुष्ट 
नहीं करता है | साथ ही, उस रेखा पर, जो क्षेक्ञों | और ॥] को पृथक कच्तो 
है, स्थित प्रत्येक बिदू /----2 को संतुष्ट करता है और इसलिए ७ क#--2 
को संतुष्ट करता है। 


रेखा 95---2 को सम्मिलित करते हुए क्षेत्र । को हम गसमीकर ण 
9५>--2 का आलेख कहते हैं । 
_ सारांश के रूप में, हम कहते है कि ए्क अरुरसोक्रण का अःलेख तल का 
वह क्षेत्र है जिसका प्रत्येक बिंदु दी हुई असमीकरण को संतुष्ट करता है। 


प्रधनावली 5.3 
निम्न असमीकरणों में से प्रत्येक का आलेख खींचिए : 
, ज॑>कऊाठे जा 7 - 2. एड 
3. 27--3>0 4, 3४--6«&0 
है, हए<:0 6. हु: 0 
/. ४>0 


5.6 दो चरों में युगपत रेखिक समीकरण-- आल्खन द्वॉरय हल 

उदाहरण 4] ; एक कक्षा का एक प्रश्न पन्न दो खंडों 0 और ऐे में 
छक्षिन्नाजित क्या गया है.। खंड / में सभी प्रश्नों के अंक समाद हैं तथा खंड 75 
से भी सभी प्रश्नों के अक समान हैं। राम खड 6 से 2 प्रश्न तथा खंड के से 3 
प्रपत्त संही हल करता है । उसे 40 अंक प्राप्त हूं ते हैं। रहीम खंड # से 3 प्रश्न 


रेखिक समीकरण और असमोौफरण 09 
तक खंड 3 से 2 प्रण्न सह्दी हल करता है। उसे 35 जूक पल छोले हैं! खंड 
# पं प्रत्मेक प्रश्न और शंड 8 के प्रत्येक प्रश्न के झआंक थि +श्ति फोजिए । 

पहल : समान लीजिए कि खंद है ता एनरिज ऊू|ा, .. - * का है तथा खंड 


् नम सब प्रा हम लय न प्र शत नरक 4 जहा. अपन जहा हु 
8 या परगेट भण्न ५ जद की को | शाएर पंप उप ह ग्राइक ऊूथा रफ्ा पा कि के 


ध छ 


व 





बह बार ॥७४७७४४७४ ७ानानाका नानानाआ या का (कक चााणक लात, मा आााद आकक 64 
8 3 4 5 86 7 8 9 0 ३१ १2» 





आकृति 5.33 
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प्रश्न सही हल करता है । अत: उसके द्वारा प्राप्त अंक 2£+-39 होंगे। परन्तु 
40 अंक प्राप्त होते हैं। अतः हमें निम्न समीकरण प्राप्त होती है: 


25-39 5-40 *.. () 
इसी प्रकार, रहीम द्वारा प्राप्त अंकों के लिए, हमें निम्त समीकरण प्राप्त होती है : 
35--295535 (2) 


इस प्रकार प्राप्त दोनों समीकरण ग्रुगपत्‌ रेखिक समीकरण अथवा 
रेखिक समीकरणों का एक निकाय कहलाते हैं । 


हमें ४ और 9 के ऐसे मान ज्ञात करने हैं कि समीकरण (]) और (2) 
युगपत्‌ रूप से (एक साथ) संतुष्ट हो जाएँ। अर्थात्‌ हमें एक क्रमित युग्म (5,9) 
ऐसा ज्ञात करना है कि वह (!) और (2) दोनों का हल हो । ऐसा युग्म ज्ञात 
करने की एक विधि यह है कि समीकरणों () और (2) के आलेख खींचें। 


आकुंति 5.3 से हम देखते हैं कि दोनों रेखाएँ बिंदू (5, 0) पर 
प्रतिच्छेद करती हैं। यह (!) के आलेख पर स्थित है। अतः यह समीकरण 
() का एक हल है। साथ ही, यह (2) के आलेख पर भी स्थित है और इसलिए 
समीकरण (2) का एक हल है'। इस श्रकार, (5, 0) दोनों समीकरणों () 
और (2) का एक हल है । अत: ४८55 और 9५5५-व0 हमारी समस्या का हल 
है। दूसरे शब्दों में, खंड ४ का प्रत्येक प्रश्त 5 अंकों का है तथा खंड 98 का 
प्रत्येक प्रश्त 0 अंकों का है । 


' आइए एक अन्य उदाहररा लें । 
उदाहरण 2 : सोहन के पिता की आयु सोहन की आयु की चार ग़ुनी 


है। चार वर्ष पहले उसके पिता की आयु उसकी उस समय की आयु की छ: ग़ुनी 
थी। उनकी वर्तमान आयु ज्ञात कीजिए । 


हल : मान लीजिए सोहन की वतेंमान आयु 5 वर्ष है तथा उसके पिता की 
वर्लेमान आयु 9 वर्ष है। सोहन के पिता की आयु सोहन की आयु की चार गुनी 
है, अत: ज|थैंज () 


चार वर्ष पहले उनकी आयु क्रमश: --4 और 9-4 थी । अतः दिए हुए दूसरे 
प्रतिबन्ध से, 


शैखिक समीकरण और असमीकरण हि । 


9--4-+ 6(४--4) 

भर्थात्‌, 9--65---20 (2) 
हमें 5 और 9 के ऐसे माने ज्ञात करते को आवश्यकता है जो () और (2) 
दोनों को संतुष्ट करें । 

* हम समीकरणों (!) और (2) के आलेख खींचते हैं । ये दो रेखाएं हैं ! 
(देखिए आकृ्ृति 5.4) आक्ृति से हम देखते हैं कि रेखाएं बिदू (0, 40) पर 
प्रतिच्छेद करती हैं । इस प्रकार 5--0, #--40 दोनों समीकरणों को संतुष्ट 
करते हैं और इसलिए हमारी समस्या के हल हैं । दूसरे शब्दों में, सोहन' और 
उसके पिता की वर्तमान आयु क्रमशः 0 और 40 वर्ष है । 





आकृति 5.44 
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हम देखते हैं कि दो य्रुगपत रेखिक समीकरणों के एक निकाय का हल 
ज्ञात करने के लिए हम दोनों समीकरणों के आलेख खींचते हैं। दोनों आलेखों _ 
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का प्रति्छेद बिंदु (0 ०६ (075९९४०४) यदि कोई है तो, उस समीकरण 
निकाश का एक हल होता है। 


5.6.0 क्‍या दो युगपत्‌ रेखिक समीकरणों के निकाय का सदंव एक 
हल होता है ? यह आवश्यक नहीं है. जंसाकि निम्न उदाहरण से स्पष्ट है * 
उदाहरण 83 : निम्त समीकरण निकाय को लीजिए ; 
5न+-2फस्लर्व हि 
#--29<-8 


इन समीकरणों के आलेख आकृति 5.5 में दिखाए गए हैं । 





आकृति 5.5 


हम देखत हैं कि दोनों रेखएए स्मांतर हैँ औरैर प्रतिच्छेद नहीं करती । इस प्रकार, 
दोनों आलेख में कोई बिदु उभयनिष्क नहीं है (अतः दिए हुए समीकरण निकाय 
का कोई हल नहीं है । 


हेसा सभौकरण निकाय जिसका कोई हल नहीं है विरोधी समीकरण निकाय 
(इज़छाशा॥ कण ग20॥४5 ६ ०धुए४/०॥५) कहलाता है ! 
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देखिए कि ह--ए -+३, ह-+-५ 5३ एक अस्य पिरोधों समोकरण सिकाय 
है | उपयृ्‌क्‍्त कथन को जाँच कोजिए ! 


प्रश्वावली 5.4 
निम्न समीकरणों को आलेख द्वारा हल फीजिए : 
4. ऋ--उेक ८ 2 2, इ--2979 - 6 
35४ न॑-9 55 2 जप +9 व 
3. हे +2५9->-3 0 4 ४+५--6- 0 
-+5+--2५9--6 -- 0 2६-39 >2 
5. 25--395-5 6 -“-+-+297+(0--0 
35-+-2फ 550 >0४---५---३ -- 0 
4. 2%--49 5-३3 8. #इ--ए 5३3 
3उ5- 695--| ऋ--३ 5-5 


57 दो चरों में रो युगपत्‌ रेखिह सरीकरगों का हुल करना 
5.7.] योग और व्यवकलन द्वारा लुप्पीकरण की विधि कै 
उदाहरण !4 : समोक्ररण निकाय 
उें६--29५9 +5 [9 
&न-+५ 5 23 
को हल कोजिए । 
 छज्न: बाद कोजिए कि यदि एक समीकरण के दोनों पक्षों को एक ही 
शुमेतर (707-द८870) संख्या से गणा किया जाता है तो उस समीकरण के 
समिका बिद्ध (५व४०॥४ अांहा) में काई अंतर बहों अाता | हम दूसरी समीकरण 
के दोनों पक्षों को 2 से गुणा करते हैं। तब, समोकरण निकाय निम्न हो जाता 


3४--थफ़ ६ ]9 
कह न-29 5-46 
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हमें ज्ञात होता है कि अब दोनों समीकरणों में 9 के गुणांक संख्यात्मक रूप से 
एक ही हैं। यदि हम इन समीकरणों को जोड़ें, तो ५ वाले पद कट जाते तैं और 
हमें निम्न प्राप्त होता है: 
55%5565 
दोनों पक्षों को 5 से भाग देने पर, हमें प्राप्त होता है कि 
हज्+3 
हा दूसरी समीकरण में #--3 प्रतिस्थापित करने पर हमें प्राप्त होता 
क्‌ 
3-- 9 5-23 
अर्थात, 7 5---3--23--0 
अतः #--3, 9 --0 दिए हुए समीकरण निकाय का एक हल है । 
आइए अपने हल की जाँच करें । जब हम दी हुई समीक रणों में फ. और 
9 के ये मान प्रतिस्थापित करते हैं, तो हमें निम्त प्राप्त होता है । 
3३४--29 5-53 » 3----2 » 0-+39 ---20--9 
तथा अझ-]-४८-।३--१0ल्‍--23 
इसन्प्रकार, समीकरण संतुष्ट हो जाते हैं और हमारा हल सही है । 


उदाहरण 45 : मिन्‍त समीकरण निकाय को हल कीजिए : 
35---275---0 () 
47:--9--49 (2) 
हल : दूसरी समीकरण के दोनों पक्षों को 2 से 'गुणा कीजिए। हमें 
निम्न प्राप्त होता है : 
85-+-295"-986 (3) 
धयात दीजिए कि समीकरणों () और (3) में 7 के गृणांक संख्यात्मक 
रूप से 8 हैं । या () और (3) को जोड़ते हैं। हमें निम्न प्राप्त होता है 
48--5 88 
अर्थात्‌, &८८8 “ 
हज के इस मान को (2) में रखिए। हमें निम्न प्राप्त होता है: 
32-+-95--49 
अर्थात, ४5-7 
अत: (8, 7) दिए हुए निकाय का एक हल है। इसकी जाँच कीजिए । 
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उदाहरण 46 : निम्त समीकरण मिकाय को हल कीजिए : 
25-+-39-<50 () 
35--295-5 (2) 
हल : समीकरण () के दोतों पक्षों को 3 से तथा (2) के दोनों पक्षों 
को 2 से गुणा कीजिए। हमें निम्न प्राप्त होता है: 
65--995--३0 (3) 
65४--49--40 (4) 
दोनों समीकरणों में अब #£ के गु्णांक समान हैं | (4) को (3) में से घटाइए । 
हमें निम्न प्राप्त होता है : 
5979-520 अर्थात्‌ ४--4 
०-4 को (]) में रखिए | हमें निम्न प्राप्त होता है : 
2%४--2550 अथवा 2&----2 अर्थात्त्‌ ऋ---+ 


अतः, (--, 4) दिए हुए समीकरण निकाय का एक हल है । इसकी जाँच 
कीजिए । 


हम देखते हैं कि योग या व्यवकलन का प्रयोग करते हुए लुप्तीकरण 
हारा हल ज्ञात करने की विधि में निम्त चरण हैं : 

चरण ३ : हम दोनों समीकरणों में चरों के गुणांकों की तुलना करते हैं। 

चरण | : हम समीकरणों को उपयकक्‍त संख्या से गुणा (या भाग) करते 
हैं ताकि दोनों समीकरणों के दोनों चरों में एक के गुणांक संख्यात्मक रूप से 
समान हो जाएँ । ' 

चरण 9]॥] : हम दोनों समीकरणों को जोड़ते हैं या एक समीकरण 
में से दूसरी समीकरण घटाते हैं ताकि समान गुणांव-ों वाला चर लुप्त हो जाए। 


चरण ॥0४ : हम बचे हुए चर में परिणामी समीकरण को हल करते हैं 
और उस चर का मान ज्ञात करते हैं । 


चरण 9 : हम चरण॥]५ में प्राप्त चर के मान को मूल समीकरणों 
में से किसी एक में प्रतिस्थापित करते हैं। इससे दूसरे चर में एक समीकरण 
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प्राप्त होती है । इस अकेली समीकरण को हल करने पर हमें दूसरे चर का भी 
सान प्राप्त हो जाता है। 

चरण ५१ : जाँच कीजिए कि दिए हुए समीकरण भ्षज्ञातों के उपर्युक्त 
प्राप्त मानों से संतुष्ट हो जाते हैं : 


प्रदनावली 5.5 
योग और व्यवकलन द्वारा ल॒प्तीकरण की विधि से निम्न समीकरण 
लिकायों की हल कीजिए : 


६. औ--प्रन+---ं 2. 2४--39--5-5--0 

]0४---89-[- 7-5: 0 35-29 - ]2-50 
3. 65--29 55] थे. 58-99 -5 ६० 

32 न409/5:6 28 «एकल 5 
5. 2४ --39-- 5 6. 48--39+--7 

35 4-29--0 3%--4फए "5 4 
7, 5---५४८- 3 

3४-+49ए-0 


5.7.2 प्रतिस्थापन द्वारा लुप्तीकरण की विधि 
उदाहरण 47 : निम्न सर्मीकश्ण निकाय को हल कीजिए : 
हू फ्उ . (4) 
3%-+ 49 - 9 (2) 
हुल : समीकरण () से हमें निम्न रावत होता है : 
“न न उ-नड अभाॉसि ए-. ४०-3३ 
श या इस मान की (2) में रखिश । हमें निम्न प्राप्त होता है: 
ने नम ह--३3) ८5५० 
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अर्थात्‌, 3न्‍-+ 4६--2 -- 9 
जिससे, 7४5-2] 
अर्थात्‌ 55-३3 
%-53 को (|) में रखिए | हमें निम्न प्राप्त होता है 
3--9 5३3 अर्थात 

अतः, (3,0) समीकरणों () और (2) के निकाय का एक हल है । 

क्या आप इसकी जाँच कर सकते हैं ? 

हम देखते हैं कि प्रतिस्थापन द्वारा लुप्तीकरण की विधि में निम्न चरण 


चरण 4 : समीकरणों में से एक से हम एक अज्ञात को दूसरे अज्ञात के पदों में 
व्यक्त करते हैं । 

चरण (तन: अज्ञात के इस मान को द्सरी समीकरण में प्रतिस्थापित कीजिए । 
हमें केबल एक चर में एक समोकरण प्राप्त होती हैं। एक चर में 
इस रंखिक समीकरण को हल कीजिए ) इससे एक अज्ञात का भान 
प्राप्त हो जाता है । 

चरण व: अज्ञात के चरण ॥ में प्राप्त मान को मृल या निकाली गई समी- 
करणों में से किसो एक में प्र तिस्थापित कीजिए और फिर उसे 
दूसरे अज्ञात के लिए हल कीजिए 

धयान दीजिए कि वस्तुतः दोनों विधियाँ एक समान हैं ! प्रत्येक में हम 
दोनों चरों में से किसी एक को लुप्त करते है ताकि दूसरे चर में एक सरल' 
समीकरण प्राप्त हो जाए। आइए एक अन्य उदाहरण ले । 


उदाहरण [8 : निभ्त समीकरण निकाय की हल कीजिए : 


5--2ए9->- 06 (!) 
25-++9४ रे, (2) 
हल : (2) से हमें मिम्त प्राप्त होता है : 
स्पा 2... 2४५ 


० के इस मान को ([) में प्रतिस्थापित कीजिए | हमें निम्त प्राप्त होता है : 
४#ौ--2(2-- 25%) 5 6 

अर्थात, ह---4--455 6 

जिससे, 55४5८ 0, अर्थात्‌ 5 

(3) में €--2 रखिए । हमें मिम्न प्राप्त होता है : 
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अत: (2,--2) दिए हुए निकाय का एक हल है | इसकी जाँच कीजिए । 
उदाहरण 49 : निम्न समीकरण निकाय को हल कीजिए : 


25%-+-9५ "3 () 
29--3%5-6 (2) 

हल : () से हमें निम्न प्राप्त होता है : 
ए-- 3---25 (3) 


५ के इस मान को (2) में रखिए ! तब, 
2(3..2४)--3%४ल्‍-6 - 
अर्थात्‌, 6--4%:-- 3%556 
जिससे, 7550 अर्थात्‌ 5550 
(3) भें #->0 रखिए । हमें प्राप्त होता है कि 
श्च-ठ 
अतः, (0,3) दिए हुए समीकरण निकाय का एक हल है | इसकी जाँच कीजिए । 


प्रदनावली 5.6 


प्रतिस्थापन द्वारा छुप्तीकरण की विधि का प्रयोग करते हुए भमिम्न 
समीकरण निकायों को हल कीजिए : 


8, £--५४८-60 2, 9: --495--9 
2४--59--65 ---95--30५9--270 

3. 20-+-795८-3 4. 45४--3फ ता 
25४ -+-29 5७ ]05---39 7 

5. 2४ +-39----8 --0 6. 25--39 5-34 
5%ऋ--8५-- ७0 %--39--20 

7. 3४--59 57 


25--379--2 
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$,8 दो चरों में रखिक असमीकरण 


दो भाई राम और श्याम गाँव का मेला देखते जाते हैं और 7तके पिता 
ने उन्हें मेले में खरे करने के लिए जेब ख्चे के रूप में [0 रु० दिए। उन्हें यह 
छूट है कि वे इस राशि को जैसे चाहें खर्च करे | मान लीजिए राम द्वारा खर्चे 
की गई राशि » है जबकि श्याम द्वारा खर्च की गई राशि 9 है। चूंकि दोनों 
मिलकर 0 रु० से अधिक खर्च नहीं कर सकते, अतः हमें प्राप्त होता है कि 

४-+-५&]0 

यह दो चरों में एक असमीकरण है। व्यापक रूप में, 

असमिका का बह कथन जिसमें दो अज्ञात राशियाँ अंतर्निहित हों, दो 
चरों में एक असमीकरण कहलाती है। हम ऐसी असमीकरणों और उनके 
आलिखों के बारे में उच्चतर कक्षाओं में पढ़ेंगे 


मुख्य संकल्पनाएं 
एक और दो चरों में रेखिक युगपत्‌ समीकरण ; 
मसमीकरणों के आलेख आनेखन द्वारा हल 
दो चरों में रेखिक समीकरण लुप्तीकरण की विधि 
एक चर में रेखिक असमीकरणों 
के आलेख 





एकक श१ 


सारणियों का उपयोग 


इस एकक में, हम धनपुर्णांकों के बे, बरगेंपुल, घत, घनमुल, इत्यादि 
ज्ञात करने में प्तरणियों का उपयोग करना सीखनगे। हमर ब्याज ज्ञात करने 
में भो सारणियों का उपयोग करना सीखेगे । 


6.4 भूमिका 


गणित में ऐसे अनेक संख्यात्मक परिकलन हैं जिन्हें विभिन्‍न प्रकारों की 

समस्याओं में बार-बार करता पड़ता है। उदाह रणार्थ, हमें प्रायः धनपूर्णाकों के 
: वर्ग, धन, वर्गपूल, घतमूल, इत्यादि परिकलित करने पड़ते हैं | इसके स्थान पर 
कि आवश्यकता अनुप्तार प्रत्येछ् बार ऐसे परिकलन किए जाए हम यह कर 
सकते हैं कि इन पश्किलनों को सदा के लिए एक बार कर ले और सारणियों 
के रूप में लिख लें। अब आवश्यकता पड़ने पर वाछित मान इन सारणियोीं को 
केवल पढ़कर हो ज्ञान हो जाएंगे। इससे हमारा परिश्रम काफी बच जाएगा। 
बह्तुतः, अनेक प्रकारों के गणितीय व्यंजकों के लिए ऐसे परिकलन किए जा 
चुके हैं और दे छपे हुए रूप में उपलब्ध हैं। ऐसी सारणियों का एक समृह ! से 
82500 लक के सभी धनपूर्णाकों के बर्गे, घन इत्यादि की सारणियों का है जी 
बारलो सारणियों (8409'8 789065) के नाम से विख्यात है । 

इस एकक में, हम वर्ग, घन इत्यादि की सारणियों तथा व्याज की सारणियों 

से उदाहरण लेकर सीखेगे कि गगितोय सारणियों का किस प्रकार उउयोंग किया 
जाता है । 
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संख्या वर्ग घन वर्गमूल घनमुल 
| हा गो श्श्म 47, 7प 
! | ,000 ,000 
थे 4 8 .4]4 4.259 
उ 9 १2 .732 ].442 
हि 6 6्व 2.000 .587 
5 25 ।25 2.236 4.709 
6 36 26 2.449 .887 
7 49 343 2.645 .92 
०] 64 52 2.828 2.000 
9 8| 729 3.000 2,080 
0 00 000 *.. ३.62 2 54 
]॥ [2] 833| 3.36 2.223 
2 । 728 3.464 2.289 
43 469 297 3.605 2.353 
॥4 96 *... 2744 उ.क्वा 2.4] 0 
5 डेट 3375 | 3.872 2,466 
86 256 4096 4.000 | 2.59 
7 289 493 4.23 ।2 57] 
8 उश्व 5832 4.242 । 2.620 
9 368 6859 4.358 ' 2.0668 
20 400 8000 व4.472 . 2.74 
2] 4+॥ 926! 4.582 2.758 
22 484 0648 4.690 2.802 
3 529 72467 4,795 2.843 
य््व >76 43824 4,898 2.884 
25 6235 5625 5.000 2.92न 





सारणी 6.8 : । से 25 तक के सभी घनपूर्णाकों के वर्गों, घनों, वर्गमूलो और घनमूलों के 
सानों की सारणी । वर्गमूलोी और घनभूलों के स्तम्भों में मान दशमलव के 
तीन स्थानों तक दिए गए हैं । 


6.2 धनपूर्णाकों के वर्ग, घन, बर्गमुल और घन्रमुल परिकलित करने में 
सारणियों का उपयोग 

आइए सारणी 6.) का अवलोकत्त करें। यह घधनपुर्णाक ॥ के 057 से 

75-25 तक के मानों के लिए बारलो की सारणियों एक अंश है। बारलो 
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की सारणियों में हि और 7: तथा कुछ अन्य स्थिरांकों के भी मान दिए होते 


हैं। धनपूर्णाकों पर ऑकगणितीय संक्रियाओं से संबद्ध किसी विस्तृत परिकलन 


के लिए, हम बारलो की मुख्य सारणियों या अन्य इसी प्रकार की सारणियों 
का प्रंयोग कर सकते हैं । 


हम देखते हैं कि पहले स्तम्भ में । से 25 तक के धनपूर्णाक दिए हैं । 
दूसरे, तीसरे, चौथे और पाँचवे स्तम्भों में क्रमश: इनके सम्मुख वर्ग, घन, 


वर्गमूल और घनमूल दिए हैं। अब हम कुछ उदाहरणों की सहायता से इस 
सारणी का उपयोग करना सीखे गे । 


उदाहरण  : (3)१ ज्ञात कीजिए । 
हल : पहले हम स्तम्भ में 3 खोजते हैं। फिर हम उस क्षेतिज रेखा के अनु- 
दिश चलते हैं जिसमें 3 सम्मिलित है तथा इस पंक्ति में घनों के स्तम्भ में लिखी 


प्रविष्टि (आ४एए) खोजते हैं। हम देखते हैं कि वहां प्रविष्टि 2[97 है । अतः, 
(3)9-297 
उदाहरण 2: 4/ 5 ज्ञात कीजिए । 
हल : पहले हम पहले स्तम्भ में संख्या 5 खोजते हैं । फिर हम उस क्षेतिज 
रेखा के अनुदिश चलते हैं जिसमें 5 सम्मिलित है तथा इस पंक्ति में बर्गमूलों 


के स्तम्भ में लिखी प्रविष्टि खोजते हैं । हमें ज्ञात होता है कि वहाँ प्रविष्टि 
2.256 है । अतः, 


४ डइ --2.236 
उदाहरण 3 : /6 ज्ञात कीजिए । 


हल : पहले हम पहले स्तम्भ में संख्या 6 खोजते हैं। फिर हम उस क्षेतिज 
रेखा के अनुदिश चलते हैं जिसमें 6 सम्मिलित है तथा इस पंक्ति में घनमूलों 
के स्तम्भ में लिखी प्रविष्टि खोजते हैं। हमें ज्ञात होता है कि यह प्रविष्टि 
2.59 है । अतः, 


9 [6 --2.59 
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प्रदनावली 6. 
सारणी 6.] का उपयोग कीजिए और निम्न ज्ञात कीजिए : 
4. 9 का वर्ग 2. 23 का वर्ग 
3. ]] का घन 4. ॥7 का घत्त 
5. 24 का घन 6. 7 का वगगंमूल 
7. 8 का वर्गेसूल 8 2 का वर्गंमूल 
9. 42 का घनमूल 40. 5 का घनमूल 


6.3 ब्याज की सारणियों का उपयोग 


हम जानते हैं कि जब हम किसी बेक या डाकधर में बचत बेंक खाते 
(59ए785 छा 3०००पा) में घन जमा कराते हैं तो बेक या डाकघर हमें 
जमा की गई धनराशि के साथ उस राशि पर ब्याज (79:०:०७०) भी देता है। 
अब ब्याज की राशि जमा की गई घनराशि, ब्याज की दर तथा उस समय पर 
निर्भर करती है जिसके लिए वह राशि जमा रहती है। यह ब्याज सभी जमा 
कराने वालों के लिए प्राय: वर्ष में एक बार उनके खातों में एक ही समय जोड़ 
दिया जाता है या यह उस समय जोड़ा जाता है जब जमा कराने वाला अपनी 
जमा की गई सम्पूर्ण राशि बँक से निकालता है। किसी भी बंक या डाकघर में 
प्रत्येक वर्ष एक बहुत बड़ी संख्या में ब्याज के परिकलन करने पड़ते हैं । वर्ष में कई 
बार रुपया जमा कराने और त्तिकालने से ये परिकलन और जटिल हो जाते 
हैं। यदि ये परिकलन प्रत्येक खाते की स्थिति में अलग से किए जाएँ तो 
बहुत ही कठिनाई होगी | इस कठिनाई से बहुत कुछ बचने के लिये, अब विभिन्‍न 
ब्याज की दरों, उदाहरणार्थ # प्रतिशत के अन्तराल (7शाॉंटाएथ) पर 
प्रतिशत से 0 प्रतिशत तक, भिन्‍न-भिन्‍न राशियों पर एक वर्ष के लिए ब्याज 
सदा के लिए एक बार परिकलित कर लिए गए हैं और इन्हें ब्याज की 
सारणियों (॥[./९४ +979]९5) के रूप में छपवा दिया गया है | इन' सारणियों 
की सहायता से, बेक अधिकारी प्रत्येक जमाकर्त्ता का ब्याज तुरन्त परिकलित 
कर सकता है | 


आइए सारणी 6.2 का अवलोकन करें । 
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धारणी 6.2 : वाधषिक ब्याज़ की सारणी । 


ध्यान दीजिए कि पहला स्तम्भ रुपयों में धनराशि दर्शाता है, दूसरे ' 
स्तम्भ से 4९0 वाषिक दर पर ब्याज प्राप्त होता हैं, तीसरे स्तम्म्त से 48%, 
वापिक दर पर ब्याज प्राप्त होता है जबकि चौथे स्तम्भ से 57९ वाधिक दर 
पर ब्याज प्राप्त होता है । 
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उदाहरण 4: 5९% वापषिक दर पर 60 रुू० का वार्षिक ब्याज ज्ञात कीजिए । 

हल : हम पहने स्तम्म में 60) खाजते हैं। फिर हम उस क्षतिज रेखा में, जिसमें 
60 सम्मिलित है, 5% के स्तम्भ में प्रविष्टि खोजते हैं । इस प्रधिष्टि से हमें 
3 रु० प्राप्त होते हैं। अत: 5% वाधिक दर पर 60 ह० का वापिक ब्याज 3 रू० 
है । 

उदाहरण 5: 48% वाषिक दर पर 300 रु० का वाषिक व्याज परिकलित 
कीजिए | 


हल : हम पहले स्तम्भ में 300 खोजते हैं । फिर हम उस क्षंतिज रेखा में, 
जिसमें 300 सम्मिलित है, 48% के स्तम्भ में प्रविष्टि खोजते हैं। इस प्रत्रिष्टि 
से हमें 3 रु० 50 पैसे प्राप्त होते हैं। अतः, 4)% वाधषिक दर पर 300 रू० का 
वाषिक ब्याज 3 रु० 50 पैसे है । 
डदाहरण 6: 5% वादषिक दर पर 80 रु० का 4 महीने का ब्याज परिकलित 
कीजिए । 

हल : हम पहले स्तम्भ में 80 खोजते हैं। फिर हम उस क्षेतिज रेखा में, 

जिसमें 80 सम्मिलित है, 5% के स्तम्भ में प्रविष्टि खोजते हैं। इस प्रविष्टि से 
हमें 4रू० प्राप्त होते हैं । 
इसलिए 80 रु० का एक वर्ष का ब्याज5-400 पंसे 


अत$, 80 रु० का 4 महीने का ब्याण 55 (27) पैसे 


न कप पैसे--33 पेसे (लगभग) 
इस प्रकार, 5%, वाधिक दर पर 80 रु० का 4 महीने का ब्याज [ रु० 33 
पैसे है । 
टिप्पणी : सारणी 6.2, 4%, 4)% और 5% वाधिक दर पर ब्याज प्रदाच' 
करती है । इस सारणी से हमें सीधे 50र० का 40% वार्षिक दर पर ब्याज 
प्राप्त नहों होता क्‍योंकि यैहू सारणी अपूर्ण है। परन्तु ऐसो सारणियाँ भी हैं जो 
हमें अत्य दरों पर भिल्त-भिन्‍न राशियों के ब्याज प्रदान करती हैं । ह 
अनेक अन्य प्रकार की सारणियाँ भी उपलब्ध हैं। हम इनमें से दो नीचे 


दे रहे हैं । 
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(!) बोमा किश्त सारणियाँ (शाह्माआ06 शिशाांणा 7श॥)९५) : ये सार- 
णियाँ भिन्न-भिन्न समय काल के लिए भिन्‍न-भिन्‍न राशि का बीमा कराने में 
वाषिक देय किएतों की राशियाँ प्रदान करती हैं । 

(2) परिवर्तन सारणियाँ ((शारशअंणा 70०) : इन सारणियों से, हम 
एक ही राशि को मापने के लिए एक पद्धति के मांत्रकों को दूसरी पद्धति के 
मात्॒कों में परिवर्तित कर सकते हैं। उदाहरणाथे, हम इन सारणियों का उपयोग 
लम्बाई की माप को पुरानी पद्धति से मंद्रिक पद्धति में और विलोमतः मेद्रिक 
पद्धति से पुरानी पद्धति में परिवर्तित करने के लिए कर सकते हैं। 


प्रशनावली 6.2 

सारणी 6.2 का उपयोग कीजिए और निम्न वार्षिक ब्याज परिकलित 
कीजिए : 
. 506० का 4% वार्षिक दर पर 
2, 90 रु० का 4१% वाषिक दर पर 
3. 400 ६० का 5% वाषिक दर पर 
4, 500 रु० का 49% वाषिक दर पर 
5. 5०% बाधिक दर पर 70 ₹० का !] महीने का ब्याज परिकलित कीजिए । 
6. 4% वाषिक दर पर 300 २० का 3 महोने का ब्याज परिकलित कीजिए | 


एकक 7 


सम्‌च्चय 


इस एकक में, हम सम॒च्चयों (५९४६), समच्चय संकेतन (5७६ ॥0(900) 
और समच्चयों पर कुछ संक्रियाओं के बारे में पढ़ेंगे । हम समुच्चयों 
को चित्रीय रूप से निरूपित करना भी सीखंगे । 


7, समुच्चय 
आजकल समुच्चयों और समुच्चय भाषा (36. |&॥९87०४8०) ने गणित 

में एक महत्वपूर्ण स्थान प्राप्त कर लिया है। ये हमारी अनेक घारणाओं और 

| संकल्पनाओं को एक स्पष्ट और सुन्दर रूप में व्यक्त करने में हमारी सहायता 
करते हैं। हम सभी को इस बात की एक अंतर्ज्ञानात्मक धारणा (ग.्रांप्रा।४७ 
7900707) है कि देनिक जीवन की भाषा में एक संग्रह (००॥९०४०7), एक 
समूह (87009), एक समुदाय (9887०९००) अथवा वस्तुओं के एक सेट या 
समच्चय ($९) से हमारा क्‍या तात्पयं है। आइए अब, यह खोजने के लिए कि 
एक समुच्चय की गणितीय घारणा (77870799//८क 7000/) में हम किन 
विशेषताओं की अपेक्षा करते हैं, संग्रहों के कुछ उदाहरणों पर विचार करें : 

. आपकी कक्षा के सभी विद्यार्थी । ेल्‍ 

- एक परिवार जिसमें एक आदमी, उसकी पत्नी, उनके दो पुत्र और 
एक पुत्री सम्मिलित हैं । 

, आपके गाँव की सभी भेंसे । 

. अंग्रेज़ी वर्णमाला के सभी अक्षर । 

' 2 से बड़े परन्तु 0 से छोटे सभी धनपूर्णांक । 

« सम घनपूर्णांक । 
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7. किसी स्कूल की लाइब्ररी में बहुत ही रूचिपूर्ण पाँच पुस्तकें । 
8. शब्द '5(एफ्गन0077 में अक्षर । 

9. शब्द "0५ ५शाग7]फए?? में अक्षर । 
0. भारत के सबसे अधिक शक्तिशाली तीन आदमी । 


आइए उदाहरण ] को देखें । क्या हम यह निश्चित रूप से जानते है 
कौन इस संग्रह का अंग है और कौन नहीं है ? हाँ, हम जानते हैं। क्योंकि 
किसी को इस संग्रह का अंग होने के लिए, सर्वप्रथम एक विद्यार्थी होना 
चाहिए और फिर उस कक्षा में विद्यार्थी होना चाहिए जिसमें आधभ है। 
क्या आप स्वय॑ इस संग्रह का एक अंग हैं ? हूँ, आप हैं। अतः हम जानते 
हैं कि कौन इस संग्रह का अग है और कौन नहीं । साथ ही, हम देखते हैं कि 
इस संग्रह में सभी सदस्य भिन्‍न (क्रं्रिशशा। या क्ंब्रांगट) हैं । 


क्या हम यही बात अन्य सभी संग्रहों के भारे में कह सकते हैं ? आइए 
जाँच करें। उदाहरण 2 में, हम निश्चित रूप से जानते हैं कि कौन उस परिवार 
का - अंग है और कौन नहीं । साथ ही, सभी सदस्य भिन्‍न हैं। स्पष्ट है कि उदा- 
हरण 3 से 6 तक के संग्रहों के बारे में भी यही बात कही जा सकती है। परन्तु 
उदाहरण 7 के बारे में आप क्‍या सोचते हैं ? कया हम निश्चित रूप से कह सकते 
हैं दि; स्कूल लाइब्रे री में सवसे अधिक रूचिपृर्ण पुस्तक कोनन्सी हैं? नहों 
क्योंकि जो पुस्तक एक व्यक्ति को रूचिपूर्ण लगती है, हो सकता है कि दूसरे 
व्यक्तित को रूचिपूर्ण त लगे । इस प्रकार उदाहरण 7 में संग्रह स्पथ्ट रूप से 
निर्धारित (क्री! तशशा्रा।९0) अथवा सुपरिभाणित (?शॉी-शषेशी।९पे) नही 
है। स्पप्ट है कि ऐसे संग्रह में हम अधिक कुछ नहीं कर सकते क्योंकि हम 
निश्चित रूप से नहीं जानते कि कौन इसका अंग है और कौन नहीं | उदाहरण 
0 भो इसी प्रकार का. है । (क्यों ?) ऐसे सं ग्रहों को गणित में समृच्चय नहीं 
समझा जाता है। 


अव, आइए जदाहरण ह को देखें। शब्द 85(प्रट0णा., में छः अक्षर 
9, ए. मे, 0. 0. [. हैं। यद्यपि यदि वर्णमाला का कोई भी अक्षर दिया है 
तो हम तुरन्त कह सकते हैं वहू इस संग्रह का अंग है या नहीं, परन्तु इसमें अक्षर 
(2 दो बार आता है। जब एक संग्रह में कोई वस्तु एक से अधिक बार झाती 
है तो यह सुविधाजनक पाया गया है कि उसे केवल एक बार अर्थात्‌ केवल एक 
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वस्तु गिना जाए, और यह नहीं कि वह जितनी बार »ए उतनी ही बार भिना 
जाए । इस कल्पना के साथ ऐसे संग्रह में भी बस्तुएँ भिन्‍न हो जाती हैं। इस 
प्रकार, शब्द 50१००). के अक्षरों के संग्रह में केवल पाचि अक्षर 5, ९, पल, 
0, ।, सम्मिलित होंगे । 

पुनः, उदाहरण 9 में, शब्द ८0/५५ाप्पष्टे के अक्षरों के संग्रह में 
केवल छ: भिन्‍न अक्ष र (१, 0, ७, ।, 7, 5 सम्मिलित हैं। यह भी देखा जा 
सकता है कि इस प्रकार हम संग्रहों जैसे कि ९", 0, (६, ॥/॥, 3, 5, 7', छ, 8 
और (0, 0, (श, ॥, "', 5 को एक समान मान रहे हैं। 


उपयु क्‍त को दृष्टिगत रखते हुए, हम कहते हैं कि 


एक सम्तुच्चय से हमारा तात्पर्य होगा भिन्‍न वस्तुओं का एक सुपरिभाषित 
संग्रह । इस प्रकार, ऊपर | से 6 और 8, 9 समुच्चयों के उदाहरण हैं । 

वे वस्तुएँ जो किसी समुच्चय की अंग हैं उस समुच्चय के सदस्य (पाश्या- 
8९१६४) या अवयव (शॉश४९फॉ५) कहलाते हैं । 

यद्यपि एक समुच्चय के अवयव प्राय: एक ही प्रकार की वस्तुएँ होती 
हैं, परन्तु यह होना आवश्यक नहीं है। थे भिन्न प्रकार की भी हो सकती हैं । 
उदाहरणार्थ, हमें एक ऐसा समुच्चय भी प्राप्त हो सकता है जिसमें एक घोड़ा, 
एक गाड़ी और एक आदमी सम्मिलित हो। साथ ही, हमें समुच्चयों के अवययों 
के रूप में भी समुच्चय प्राप्त हो सकते हैं। हम अधिकतर अपना संबंध उन 
समुच्चयों से रखेंगे जिनके अवयब संख्याएँ हैं । समुच्चयों की एक अन्य श्रेणी 
जिसका हम अध्ययन करेंगे बिंदुओं के समुच्चयों (5८६६ ० 90788) की है । हम 
समुच्चयों के कुछ और उदाहरण देते हैं । 

॥4. झारत के सभी नागरिक । 

42. एक दी हुई रेखा पर स्थित बिंदु । 

43. एक दिए हुए वृत्त पर स्थित सभी बिदु । 

44. सभी पूर्णाक । 

$5. सभो वास्तविक संख्याएँ। 

86. शब्द “500:(८75558' के अक्षरों का समुच्चच । 
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ध्यान दीजिए कि, उदाहरणों 8 और 9 में स्पष्ट की गई परिपाटी के 
अनुसार, इस समुच्चय में केवल चार अक्षर 5, छ, ९, 5 सम्मिलित हैं। 


प्रश्तशावली 7 | 
निम्न में से कौन-कौन समुच्चय हैं ? जो नहीं हैं, उनके कारण बताईए। 
« किसी वाश में आमों के सभी पेड़ों का संग्रह । हे 
आपके स्कूल में पाँच सबसे अधिक लोकप्रिय अध्यापकों का संग्रह ! 
« आपके सकल में सभी लड़कियों का संग्रह । 
छिशक्ष में पाँच सदसे कमजोर राण्ट्रों का संग्रह । 
, सभी बाश्तबिक संख्याओं का संग्रह । 
« | से [0) तक सभी जिपम पूर्णाकों का संग्रह । 
- एक तल में सभी व॒त्तो का सम्रढ । 
- एक तल में सभी समगाहु ब्रिभूजों का संग्रह । 
. आपके शरीर पर सभी बालों का संग्रह । 
40. समूचे विश्व में रेत के सभी दानों का संग्रह ! 


(० 3 न 
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7.2 संकेतन : समुच्चय को व्यक्त करने की विधियाँ 

समुच्चय प्राय: अंग्रेजी के बड़े अक्षरों &, 8, ९, >ऋ, श इत्यादि से 
व्यक्त करिए जाते हैं। इनके अवबयब छोटे अक्षरों 9, 2, ० इत्यादि से व्यक्त किए 
जाते हैं । ; 

मान लीजिए & एक जंक के सभो धनपूर्णाक्नों का समुच्चय है। तब 4 इस 
संमुच्चय का एक अंग है या 4 इस सनुच्चय का एक अवयव है। संकेतों में हम 
इसे निम्न प्रकार व्यक्त करते हैं : 
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थी & और इसे “4, & का एक अंग है । पढ़ते हैं। संकेत € शब्दों 'का 
एक अंग है या “का एक अवसव है' के लिए ग्रयुक्त होता है । स्पष्ट है, 40 इस 
समुच्चय का एवः अंग नहीं है। हम उस तथ्य को व्यक्त करने के लिए संकेतन 
[06 4 दा प्रयोग करते हैं और इसे *६0, 0 का एक अंग नहीं हे' पढ़ते हैं । 

व्यायक रूप में, यदि कोई अवयव & एक समुच्चय 2 का एद अंग हैं, 
तो हम 8६ & लिखते हैं और यदि बह नहीं है तो हम ४६८४ (जिखते हैं 

समुच्चयों को व्यक्त करने के लिए हमें कुछ संकेतों की आवश्यकता है! 
सम्रुज्चयों को व्यकत करने की दो विधियाँ हैं । 
॥. शारणीबद्ध विधि (3 मणॉन्ए जि९ए॥०४ं) 


इस विधि में हम समुच्च॒य के स्दस्पों को अर्धविरा्ों से पृथक फरते हुए 
दिखते हैं. तथा उन्‍हें मंझले कोष्ठकों (#72#९८९5) अथवा लह॒रियादार फ्रोष्ठकों 
(ईपराध्याग्रिश्या फामएे८2७) में बन्द कर देते हैं। इस प्रवार यदि से [0 तक 
के एक अंक के सभी थिषन पूर्णाकों का समुच्चय / है तो इसके अवयव 
, 3, 5, 7, 9. हैं। जोर हम इस समुज़्चय को सारणीबद्ध रूप (79४ पोनए 
(छात्रा) में गिम्त प्रकार लिखते हैं : 

नई ), 3, 5, 7, 9 ; 

पुनः, अनुच्छेद 7.] के उदाहरणों 2, 4, 5, 8 के समुच्चयों को उपर्युक्त 
रूप झे निम्न धकार लिखा जा सकता है : 
2. (आदमी, पत्ती, प्रथम पुत्न, द्वितीय पुत्र, पुद्दी | 
थे, 49, >, ९, ते ४, 9, 2 ),..वो अक्षर दशति हीं लिखे गए हैं । 
8. १3, 4, 5. 6, 7, 8, 9,) 
8. (५, (, तू, 0,7,) 

सट्चच्चय का क्ारणीबद्ध रूप तालिका कूप (7054९/ $0४ 9) भी कहलाता 
है क्योंकि इसमें सभी अव्सवों की एक सूची बनाई जाये है अधवा जो यह कहने 
के समान जे कफ अवयवों वो रुक सालिका दो जाती है / इस विधि का एक लाभ 
है। बह यह कि कोई भी व्यक्ति समच्चय के जययबों को प्रत्यक्ष रूप से देख 
सकता है और, इस प्रकार, गग्पूर्ण रूप से उस समुच्चय बे ही दैख सकता है । 
परन्तु यह विधि तब उपयोगी नहीं *हती जब झथमु्चय के सदस्यों की संख्या 


बहुत बड़ी होती है या जन समच्चय की सदस्यता से संबद्ध नियम द्वारा सभी 
सदस्यों को जिखता सभव नहीं होता । 
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यहाँ हम यह कह सकते हैँ कि ससुच्चयण के अवयवों को किसी भी कस मैं 
लिखने से उस पर कोई प्रभाव नहीं पड़ता। इस प्रकार, निम्न समुच्यय 
एक ही समान हैं : 

(9, 0, ०), (०, 9, ०), (5, ०, 8) 
समुच्चय निर्माण विधि (5७ #%णातथः १०९४४००) : जब एक समुच्चय के 
अवय व एक उम्तयनिष्ठ गुण या नियम द्वारा दिए जाते हैं, तो हम समुच्चय 
के एक प्रतिरूपी सदस्य (एएॉं०्शी णध्यारथ) को हु, ५ इत्यादि से. व्यक्त 
करते हैं, इसके बाद नियम का कथन लिखते हैं और इन सबको पहले की तश्ह 
लहरियादार कोष्ठकों में बन्द कर देले हैं। इस प्रकार, यदि सभी पूर्णाकों का 
समुज्चय ४ है, तो हम इसे निम्न प्रकार लिखते हैं : 
8& 5-४ | 5 एक पूर्णाक है) 

इसे 'सभी # का समुच्चय ताकि » एक पूर्णाक है पढ़ा जाता है। इस छूप मैं, 
हम यह मान सकते हैं कि पहले कोष्ठक ' का अर्थ है 'सभी का ससुरूचय ', खड़ी 
रेखा ।' का अर्थ है '-ताकि' तथा अंतिम कोष्ठक "! को समसिति के लिए जोड़ 
दिया गया है। कभी कभी । के स्थान पर कोलन (८०07) “ का भी प्रयोग 
किया जाता है । 

अनुच्छेद 7.] के उदाहरणों 5, 6, 5 के समुच्चयों को समुच्चय-लिर्माण 
रूप (56६ ०प्योतेश 0ि7॥) में निम्न प्रकार लिखा जा सकता है : 
5. (५ | 5 एक घनपूर्णाक है तथा 2<-5<:0) 
6. (7 | ४ एक सम घनपूर्णाक है) 
5. (५ | हे एक वास्तविक संख्या है) 

चुँकि समुच्चच को इस रूप में व्यक्त करने में उस समुच्चय को परि- 
आाषित करने वाला नियम लिखा जाता है, अतः यह रूप नियम रूप (7शी९ 
(ग्त७) भी कहलाता है । 


प्रबनावली 7.2 
3. मान लीजिए &--२ | ऊ एक धनपूर्णाक है और 7 का एक गुणज है) 
(क) ४ के वे अवयव लिखिए जो 50 से छोडे हैं ! 
(ख) निम्न में डेश (035]) द्वारा निरूपित रिक्‍त स्थानों में उपयुक्त संकेत 
& या € भरिए : 
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(6) 5--0. (9) 83--43 . (४3) 5--& 
(४) 2[7---&. (५) 84--४5 (४) 28-४3 
(जी) (0---0% (एा) 7---४& (5) 35--- 3 
निम्न समुच्चयों को सारणीबद्ध रूप में लिखिए 
(0) ४ | 5 एक पूर्णांक है और- 5३ <ऊ मे) 
(0) 8-53 | दो अकों का एक शधनपुर्णाक है जिसके शेंकों का जोग 
7 है) 
(0) ६ जि | 55०0 या ऋ८5 !] 
(४) ॥9-- (5 | 5 एक पूर्णाक है और 3& 5 <: 5) 
(५४) शब्द गा) में सभी लक्षरों का सघुच्चय । 
3. निम्न समच्चयों को सम॒ृच्चय-निर्माण रूप में लिखिए : 
(६) (9; ०, $, ०, थी) 
4 8 कह 0 कट, 
(9) (4, 8, 72, 6, 20, 24) 
(9) (, 4, 9, 6, 25, 36,...) 


7.3 परिसखित और अपरिमित समुच्चयप : रिक्‍त समुषच््यय 


अनेक समुच्चयों में, अवयवों की संख्या को गिना जा सकता है। 
उदाह रणाये, अग्रेजो वर्णमाला के अक्षरों के समुच्चय में 26 अवयव 8, ४9, ८,... 
>,५,2 हैं । अनुच्छेद 7.] के उदाहरणों 2 और 5 के समुज्चयों में क्रमश: 5 और 
7 अवयव हैं। उदाहरणों , 3 और व॥ में अवयवों की संख्या तुरन्त नहीं 
बताई जा सकती । परन्तु इन अवयवों को गिना जा सकता है और हम यह 
विश्वस्त हो सकते हैं कि वह एक निश्चित संख्या है। ये सभी परिशित 
सप्तुच्चयों (9008 5९६४5) के उदाहरण हैं। एक परिभित सदझुच्चय में अवययों की 
संखया निरश्चिचत होती है | 

वह सम्ुच्चय जो परिप्नित नहीं है अपरिसित झमुच्चय (0902 5४) 
कहलाता है। ऐसे समुच्चप में अबयवों की संख्या को किसो धवतात्मक पूर्णाँक 


क् 
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से 3थक्‍त नहीं किया जा सकता । क्या आप देख सकते हैं कि उदाहरणों 6, 2 
से 5 में समुच्चचय जपरिशभित हैं ? उदाहरण 6 में हम अवयवबों को पहला, 
दूसरा, तीसरा इत्थाधि मिस सकते है परमग्तु इस गिनने की प्रक्रिया का कहीं अंत 
ही द्वोला | अन्य उदाहत्णों सें, इतना भी नहीं विया जा सबता। क्यों ? क्‍या 
आपको नह गुश बाद है ६ दो भिन्‍न वास्तविक संख्याओं के बीच जितनी हम 
चाहें उतनी वास्तविक संख्याएं स्थित होती हैं ? 

कभी-क्ी ससुच्चय के अवयवों को निर्धारित करमदे ताला नियम ऐसा 
हो सकता है कि उस “िद्म में दिए प्रशिवन्ध को कोई भी वस्तु संतुध्ट न 
करें। उदाहरणार्थ, ऐसे सभी घनपूर्णांकों के समुक्ष्य पर विचार कीजिए जो 
5 से छोटे हैं और साथ दी 06 से बड़े है। स्ःष्ट है, ऐसा कोर्ट क्षनधूर्णाक नहीं है । 
अत: समुच्चय में कोई अवयवब नहीं है। हम सारलता से कह सकते हैं कि ऐसा 
कोई समुच्चय मही है जी दिए हुए प्रतिबन्धों को संदृष्ट करतः है । परन्तु यह 
कहना सुविधाजनक पायः गया है कि यह भी एक समुच्चय है परम्तु इसमें कोई 
अवयव नहीं है।यह रिक्‍त सम्ुच्चय (इे८ ध्याक्ाए 5९६ या आए गए 52) 
कहलाता है । जब भी किसी समुच्चय के अदेधयों को निर्धारित द' रने वाले निथम 
में स्वयं कोई विरोधाभास सम्बद्ध रहता है, हमें रिवत समृच्चय प्राप्त हो जाता 
है। हम रिक्‍त समुच्चय को संकेत $ से व्यक्त करते हैं कभी-कभी रिवत समुच्चय 
को व्यक्त करने के लिश संकेत ()' का भी अ्योग किया जाता है जिममें 
कोष्ठकों के बीच में कुछ वहीं लिखा जाता । 

ऐसा सभुच्चय जिसमें केवल एक ही ($7९2८) अदय व होता है कभ्ी- 
कभो एकल समुच्चय (572९0 5९) कहलाता है। इसके उदाहरण निम्न हैं : 

सिर्य), पृथ्वी), (5), ६6), इत्यादि | 
आप अन्य उदाहरणों के बारे में सोच सकते हैं । 


प्रश्नावली 7.3 
4. सभिम्न थें से कौन-कौन परिमसित स्मुज्चय हैं तथा कौन-कौन अपरि- 
मित सब्च्चन हैं ? 
0) 64 के सभी विभाजकों का समुच्चय । 
(४) 4 के गणजों का समुच्चय । 
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0॥) ऐसे सभी धनपूर्णाकों का समुच्चय जिनमें इकाई के स्थान पर 
6 है। 
(९) 6 से बड़ी सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चव । 
(५४) --50 और 50 के बीच पूर्णांकीं का संमुच्चय । 
(शा) (४ | & एक घनपूर्णांक का घन है और 5 <& 000] 
2 जिम्न में से कौन रिक्त समुच्चय हैं ? 
() आपके स्कूल की लाइब्रेरी में गणित की पुस्तकों का समुज्यय । 
() ६ # | 5 एक पूर्णाक्त हैं लौर 255->-3 ३ 
() (४ | ह एक सम अभाज्य संख्या है ) 


7.4 समुच्चयों की समानता : उपसमुच्चय 


अब हम सभुच्चयों के बीच कुछ संबंधों के बारे में पढ़ेंगे | 

ससुछ्च पों की समानता: दो सम्ुच्चय समान (€पण्थ्वो) कहे जाते हैं यदि 
उनके अवयव एक दी हों । 

इस प्रकार समानता की उ्ग्राख्या एक ही पन के अर्थ में की गई है । 
खंख्पाओं की तरह हम समुच्चयों को समानता के लिए संकेत "5 का प्रयोग 
करते हैं । हम समान सम्ुच्च॒पों के कुछ उदाहरण देते हैं । 

उदाहरण | : (8, 0, 0)--६ 9, 9, ०३ 

उद्महरण 2 : यदि ४ +ई » | &ज्तव, ॥ एक धनपूर्णांक् है') तथा 
8--[ , 4, 9, 6, 25,...), जहाँ बिंदियाँ बाद में आने वाले पूर्ण वर्ग 
धनपूर्णाक दर्शाती हैं, तो 4-5४ है । 

कगा आप देख सकते हैं कि जब दो समुच्चय समान हैं तो पहले का 
प्रत्येक अवपंक दूसरे का एक अवपय है ओर विलोमतः दूसरे का प्रत्येक अवयव 
पहले का एक अचगव है ? 

उपसमुच्चच (5975४९(65) 

संबंधों 'से बड़ा है| (27०&टा शिदा) और 'से छोटा है' (१०४४ ध। क्ा।) के 
स्थान पर हम अब एक समुच्चय का दूसरे सपुचवय का उप तमुच्चय होने बाला 
संबंध प्राप्त करगे । हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
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उदाहरण 3 : समुच्चयों 
5-58, 0, ०, 6, ०, ! ) और 85-5६ 93, 2, ०, 0, ७, 8, ॥ ) 

को लीजिए 

हम देखते हैं कि & का प्रत्येक अवयव 3 का भी एक अवयव, है । 

उद्याहरण 4 : समुच्चयों ७८ , 3, 5, 7, 9 | और 585-६, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9 ) को लीजिए । 
पुनः, & का प्रत्येक अवयव छ का भी एक अवयवब है। ' 

इन दोनों उदाहरणों में, हम कहते हैं कि 4,४3 का एक उपसमुच्चय है। इन 
उदाहरणों में,छे में ऐसे भी अवयब हैं जो # में नहीं हैं। यह सदेंव आवश्यक नहीं 
है | & को छे का एक उपसमुच्चय बनाने के लिए जो आवश्यक है वह यह है कि 
के प्रत्येक अवयव को 3 का भी एक अवयव होना चाहिए । अतः हम कहते हैं कि 

सम्ुच्चय 8 समुच्चय 3 का एक उपससुच्चय है यदि, 4 का प्रत्येक 
अवयव 3 का एक अवयवब है। हम संकेतों में इसे निम्न प्रकार लिखते हें 

(8 

और इसे '७, 8 का एक उपसमुच्चय है', या '&, छे में अंतर्विष्ट (00॥(शां॥९ऐं) 
है पढ़ते हैं। संकेत ८ मंतर्वेश (48८छ570णा) संकेत भी कहलाता है । 

जब ४, 3 का एक उपसमभुच्चय होता है, तो कभी कभी हम कहते हैं कि 


8, 8 का एक अधिसभुच्चय (5प्7घआ5८) है । हम संकेतों में इसे निम्न प्रकार 
लिखते हैं 


85345 
और इसे '8, 4 को अंत्विष्ट किए है' पढ़ते हैं । 
' टिप्पणियाँ : 4. धयान दीजिए कि प्रत्येक समुच्चेय को स्वयं, उसी का एक 
उपसमुच्चय समझा जा सकता है। इस प्रकार, संकेतों में 
& ८८ प्रत्येक & के लिए सत्य है। 

2. रिक्त समुच्चय में कोई भी अवयव नहीं होता, अतः उसे प्रत्वेक 
झमुच्चय का एक उपसमुच्चय समझा जा सकता है। इस प्रकार, संकेतों में 

४ (८: & प्रत्येक & के लिए सत्य है । 

3. हम देखते हैं कि जब ४, & का एक अवयवब है तो ४ € ४ के 
लिए हम 5 ८ 5' नहीं लिख सकते । 

4. क्या आप देख सकते हैं कि संकेत ८ और > बड़े किए हुए और 
शोल किए हुए <: और >> जेसे लगते हैं ? क्या इससे इनकी उत्पत्ति के बारे में 
, श्लापको कुछ अनुभान प्राप्त होता है ? 


समुज्यण 837 

अब हम कुछ और उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण 5; समुच्चयों ,/७--( 8, 0०, ०. ०8, *) भोर 8-६ ०, 0, 
०, * 8, 0 ) की लीजिए । क्या ४ का प्रत्येक अवयव' छि का एक अवयब है? 
नहीं | अत: &., छे का एक उपसमुच्चय नहीं हैं । कया आप जाँच कर सकते हैं 
कि 8 भी & का एक उपसमसुच्चय नहीं है ? 

जन एक समृच्चय / किसी सपुच्चय 9 का एक उपसमृच्चय नहों होता 
तो हम इसे संकेतों में ७ +छ लिखते हैं और इसे “4, छ में अंतर्विष्ट नहीं है' या 
४, ह का एक -उयसमुच्चय नहीं है! पढते हैं। यहाँ, & फंउि तथा 38% है। 

उदाहरण 6 : यवि & ८ 8 और छ ८ & हो, तो &--४8 होता है। 

हल : क्योंकि, यदि / का प्रत्येक अवयव छे का एक अवयव है तथा 8 
का प्रत्यैक अवयव ४ का एक अवयव है, तो & और 83 के अवयव एक हो होने 
च।हिए | अत: 2-5 

इसका विलोम' भी सत्य है| क्‍या आप इसे देख सकते हैं ? 
7.4.3 समष्टीए समुच्चय 

समुच्चयों से संबद्ध जब ओं में, प्राय: ऐस। होता है' कि सभी विचाराधीन 
समुच्चय एक बड़े सनुच्वप के उयसधुच्चय होते हैं। तब यह बड़ा समुच्चय, 
जिसके अन्य सभी समुच्चय उपसमसुच्चय हैं, उस समय की चर्चा के लिए, 
समष्ठीय समुच्चय (889 एश्रश्शाछनों ७४४) या चार्तालाप का विश्व (समष्टि) 
(एमांश्छ ४8 ७ लांडट0४४8९) कहलाता है। उदाहरणार्थ, यदि हम अपने देश 
की जनगणना का अष्सयन कर रहे हैं तो समष्डटोप समुच्चय हमारे देश के सभी 
नागरिकों कक समुच्चय है। पुतः यदि हम एक रेखा पर स्थित बिदुओं की चर्चा 
कर जहें हैं ती हमारा समष्टीय सपुच्चय उस रेखा पर स्थित सभी बिंदुओं का 
» भमुच्चय-है | यदि हम! वास्तविक संख्याओं के साथ कार्य कर रहे हैं, तो हमारा 
झमृष्टोय समुच्चय सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है| ऐसी सभी चर्चाओं 
में, समध्टोय समुच्चय य' ती स्पष्ट रूप से या अल्पष्ट रूपए से पहले ही दिया 
हीता है ! 

उदाहरण 7: (, 2, 3 ) के सभी उपसमुच्चय लिखिए | 

हुल : उपसमज्चय बनाने में, हम इसके अवयवों में से एक बार हे एक 
था एक बार में दो या सभी तोन ले सकते हैं। इस प्रकार, हमें निम्न 
- उपसमुच्चय प्राप्त होते हैं 

[43$ (2) ६3), 2, 3), (3, ), [4, 2 /, [, 2, 3 ) ये संख्या 
है 7 हैं। साथ ही, हमने मानव लिया है रिक्त समुचज्चय # प्रत्येक समुच्चब का एक 


गे 
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उपसम्‌ृच्चय होता है । हम पहले सात लिखे हुए उपसमुच्च पों में इसे और जोड़ 
देते हैं और आठ उपसमच्चय प्राप्त करते हैं। 


प्रन्‍तावली 7.4 


8. मान लीजिए & - [--2, -- , 0, , 2), ४७-६0, --_, 2, --2, !), 
8 5[], 2, 3), 8-[-- 3, --, 2), (*--(--, !, 0), 
+(--, , 2), 7--६-2, --]) हैं । 
() सम॒च्चयों ४, &, 8, (!, 70, 5 में' से कौस-कौन # के उपसमृच्चय 
हैँ 


(7) क्या समुच्चच & और ५ समान हैं ? 
निम्त समुच्चयों के सभी उपसमुच्चयों को लिखिए : 
2. (--, ॥) 3. (0 #. [9 9, ९, ते) 
5. प्रश्नों 2. 3 और 4 में दिए समुच्चयों में से प्रत्येचः के कितने उपणशमुच्यय 
? 


6. निम्न कथनों में से कौन-कौन से कथन सत्य हैं और कौन-कौद से 
असत्य ? 
() 8€ (०, ॥) (॥) ७) € (8, 0- ०) 
(॥) (9) > (2) (९) (0, .6€(0 !, 2! 


(४) &, ५, 2) ८६४, ४) 

- 7. क्‍या हँस निम्न को उपसमुच्चय की एक परिभाषा के छूप में ले सकते 
हैं ? 
26, 3 का एक उपसमुच्चय है यदि ह€ & होने पर ४६८ छ £?। 

8. डश द्वारा निरूतीत रिक्‍त स्थानों में संकेत ८ या फेा भारिश तारीफ़ 

निम्न कथन सत्य हों : 
(0) [+-, 0, !)----, 0, 2) 
(॥) [--0, 0, 3)--40,--, !) 
(7) 45 | हू एक समर खनपूर्णांक है?-- 5 ! े शक पृण/+ है! 
(५) [3, 3, 6, 7)--3. 5, 7, 9, 5, ॥) 


समुच्चय 


लक 
५ 
च्च्य्टे 


१.5 समुच्चय संक्ियाएँ 

अब हप्न समुच्चयों पर दो संक्रियाओं का उल्लेख कर हउद्दे हूँ जो 
बास्तविक संख्याओं के लिए योग और गुणत के स्थान लेतो हैं। चूंकि थे सु क्रिताएँ 
साधारण योग और गुणन से बहुत अधिक भिन्‍न हैं, अतः हम इनके लिए नें 
नामों और संकेतों का प्रयोग करेंगे । 

इसमें से पहली दो समुच्चयों के सम्मिलन (006 गणांणा का ६७० ६९५) 
लेने! की संक्रिया है। जैसा कि आप जानते हैं सम्मिलन का अथे है दो वस्तुओं 
का एक साथ मिलाना। अतः दो समुच्चयों के लिए; हम इसकी व्याख्या किस 
प्रकार करेंगे ? आइए दो उदाहरण लें। 

उदाहरण 8 ४ समुच्चयों &६-([, 2, 3) और 355६4, 5, 6, 7) को 
लीजिए । यदि हम इनके सभी अवशयवों को एक साब मिलाकरश एक ही समृद्वय 
में रखें तो हमें समुल्चय ९-५, 2, 3, 4, 5. 6, :) शापत होता है । कया आप 
हु मानते हैं कि €+ बह समुच्चय है जो & और छे को पक साथ मिलाने अथवा 
५ और के सम्मिलन से प्राप्त हुआ है ? 

उदाहरण 9 - अब समुच्चर्यी 

& - 8 | #& गुक वास्तविक संख्या है और [«-फऋद०] तथा छेल्‍्चड | 
"बे; ३स्ताविवा संब्या है और 2<%<4) को लीजिए ; पदि हम & और 9 के 
उप्ती' अवसर को एक साथ एक सथे समुच्चय में र्ष. तो हम देखते हैं कि हमें 
| और 4 के चीच' की सभो वास्तविक संख्याएँ प्रापव हो जाती हैं जिनमें संख्याओों 
5«४<:3 में से प्रत्येक्को एक बार पुतरावबुति होती है । चूँकि समुज्चयों में 
एल रावत्ति नहीं मानी जाती है, अत' हमें निम्न ससृच्यय प्रः्ण्त होता है : 

("४ हि | | एक वास्तविक संब्या है और ।< »<: 4) 

उपयु क्‍त दोनों उदाहरणों में समुच्च॑य ( समृच्ययों 2 और के का सम्मि- 
लग समुच्चय (द्ार्यता 5९६६) कहलाता है। इस प्रकार, हम लिम्न प्राप्त करते हैं; 
सथुस्चयों का सम्मिलन ह 

दो सक्ुल्ययों & और कि का सस्मिलन यह सशुच्चय ९ है जिसमें के 
सभी अवपच सम्मिलित हैं जो & में पा छे में या दोनों के है। हम इसे (०८५  छे 
जिखले हैं जीरा & सम्सिलन हे पढ़ले हैं । 
मंकेसो मैं. 

"7 ६ डि जाह [ह८<या झ€डिया ८ दीनों 

समुच्चमों पर दुसरी संक्रियः दो सशुच्चयों का प्रतिस्छेदन या स्वनिष्ठ 

(९ प्राशिडध्टॉत्ा का जा ४९६७) लगने! वी है। शब्द श्रति्छेदन का अर्फ 
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है जहाँ दो वस्तुएं मिलती हैं, ज॑ंसे कि दो सड़कों या दू रेखाओं या दो वृत्तों का 
प्रतिज्छेदन | दूसरे शब्दों में, हमें यह ज्ञात करना पडेगा कि दोनों समुच्चयों 
में क्या उभयनिष्ठ (सर्वंनिष्ठ) है। आइए दो उदाहरण लें । 

उदाहरण 80 : समुच्चयों 

&--[, 2, 3, 4, 5, 6) और 8-44, 5, 6, 7, 8) को लीजिए । 

इन दोनों समुच्चयों मैं क्या उभयनिष्ठ है ? स्पष्ट है, अवधव 4, 5, 6 
उभयभिष्ठ हैं। इनसे समुच्चय (7-६4, 5, 6) बनता है । अत: & और ४8 के 
उभ्नयनिष्ठ अवयबों का समुच्चय (? है। 

उदाहरण 4 : समुच्चयों 

55६०, 9, ०, 6) और 8+-4 8, 9, |, 0 को लीजिए । 

अब दोनों समुच्चयों में! क्या उभयनिष्ठ है ? स्पष्ट है, कुछ नहीं । अत 
इनके उभनिष्ठ अवयवों से बना समृण्चय कया है ? यह समृच्चय (!--$ है। 

उपर्यक्त दोनों उदाहरणों में, समच्चय (? समच्चयों & और 8 का 


स्वनिष्ठ समुच्यय (।श75९ट/णा ४९४) कहलाता है। इस प्रकार, हमें सिभ्त 
प्राप्त होता हैं 


समुच्चयों का सर्चनिष्5 

दो समुच्च यों & और 3 का सर्वेनिष्ठ वह समच्चय ( है जिसमें जे 
सभी अवपव सम्मिलित हैं जो 4 के साथ-साथ हे में भी हैं। यदि ऐसा कोई 
अवयव नहीं है, वो सर्वेनिष्ठ रिक्त सम॒ुच्चय + होता है 

(१-3) (0 9 लिखते हैं और & सर्बंनिष्ठ ह पढ़ते हैं । 
संकेतों में मु 

(-ै (0१35-५४ [ $€ ७ और 5६ 8) 

अब हम कुछ और उदाहरण देते हैं । 

उदाहरण 82 ; मात लीजिए 

४ | 5 एक पूर्णाक है और 3<5<«<5) तथा 05-६५ | 5 एक पूर्णांक 

हैं और 4<४<:8) है। तव ' 

& (08--(४ | 5 एक पूर्णाक है और 3<5<8)5--(4, 5, 6, 7) और 
7 5 >- 5६ | हू एक पूर्णाक है और 4<5६& 5) -- (4, 5) 

उदाहरण ३3 : यदि --(, 2, 3, 4, 5) और 8-६6, 7, 8) है, तो 
4.) 9 7६, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 

लथा &/) 8 --# 


समुच्चय 4॥ 


जब दो समुच्चयों में कोई भी अवयव उभ्यतिष्ठ नहीं हो भर्थात्‌ उनका 
सर्मनिष्ठ रिक्त समुच्च य हो, तो वे समृच्चय असंयुकत समुच्चय (वंशुणएध 5९४५) 
कहे जाते हैं। इस प्रकार, उपयुक्त उदाहरण 3 में दिए समुच्चय असंयुकत हूँ । 

उदाहरण ॥4 : यदि & कोई समुच्चय है, तो उसका स्वयं के साथ 
सम्मिलत तथा स्वयं के साथ सर्वनिष्ठ दोनों ही स्पष्ट रूप से स्वयं के समान 
है। इस प्रकार, - 


प्रत्येक समुख्चय & के लिए, & ()४--4 तथा ै& (02-5४. 


प्रश्नावली 7.5 
॥. मात लीजिए ७ --६--, 0, 2, 3), 85-३3, 4, 5,--3) तथा 
(!--([2, 4, 6, 8) है | ज्ञात कीजिए : 
() & ७०७ (9) छ.0. (छा) 0०0७. (४) #&7१8 
(४) 58/0(: (शं) ७ (एा) (2७४७) ७०९८ 
(शा) & ७ (8:९८) (5) (5॥98) ( 
(४) &(7१(958(१(-) 

2. ह | | एक धनपूर्णाक है) और (४ | 5 एक पूर्णांक है) के सम्मिलन और 
स्वेनिष्ठ ज्ञात कीजिए | 

3. समुच्चयों (४ | ह एक विषम धनपूर्णाक है) और (४ | # एक सम पूर्णीक 
है) के सम्मिलन और सबनिष्ठ ज्ञात कीजिए । 

4. सुमुच्चयों के निम्न युग्मों में कौन-कौन असंयुक्‍त हैं और कौत्त-कौन नहीं ? 
() (, 2, 3, 4 और (, 3, 4, 5, 6) 

(7) ६9, ९, , 0, घ) और (०, 0, ९, [) 
() (5४ | % एक समपूर्णाक हूं] और (४ | # एक विषम प"एक है) 
(0) 5 | 5 एक अभाज्य संख्या है) और [5 ! हऊ सम है और 5>>2) 

5, मान लीजिए # और 3 कोई दो समुच्चय हैं | बया हम व / सबते हैं कि 
सम्‌च्चय ४ ()8 और / (१8 सर्देव असंयुकत होंगे ? अपने उत्तर की उदा- 
हरणों द्वारा पुष्टि कीजिए। _ | 

6. समुच्चयों के निम्न युस्मों में से प्रत्येक में, दोनों समुक्ष्णय में से किसी एक 


]42 गणित 


मैं से अवयवों की न्यूनतम संख्या बाहर निकालिए ताकि परिणामी युध्ण 
असंयुकत हो जाए : 
() (5, 9, 3, 23, 27) और (६3, 5, 7, 9, 37, 43) 
(0) 4--, 0, !, 2, 3) और (3, --३, --2, 0) 
(9) ६०, ९, 3, 0, प) और ६9, 9, ०, ४, ७,.१) 


7.6 समुच्चय संक्रिपओं के गुण 


यद्यपि सपुच्चयों पर परिभाषित सम्मिलन और सब लिष्ठ की संक्रियाएं 
सुंख्याओं पर परिभाषित योग और गृूणत को संक्रियाओं के प्रकार वी नहीं हैं, 
संथावि इनमें योग घौर गुणन के अनेक गण हैं । 

समुच्चरयों के” सस्मिलत और सर्वनिष्ठ भी क्रमविनिरमेय, सहेचारी तथा 
वितरणात्मक होते हैं। उदाहरणार्थ, इससे कुछ अंतर नहीं पड़ता कि हम दो 
समुख्चयों & और छे का सम्मिलन बनाते हैं या 9 और & का । इसी प्रकार 
2 और 9 के सर्वेनिष्ठ के लिए भी यही तथ्य सत्य हैं। क्या जाप स्वयं कोई 
दो समृच्चय चुन्कर इनकी जाँच कर सकते हैं ? 

हम विस्तृत रूप से इत गंणों का उच्चतर कक्षाओं में अध्ययन करेंगे। 


4.7 छन आईइख 


हम समुच्चय की संकल्पना, समुच्चरयों के दीच कुछ सदत्धों, सर्मध्चय पर 
संक्रियाओं और इन मं कियाओं के गुणों का अक्ययन कर चके हैं। यदि हम समुच्चयों 
को चित्ीय रूप से निरूपिश करते के लिए बेच आररेखों (५ छाए परशिताश्ाएई) 
का प्रयोग करे। तो ये सभी और भी स्पष्ट हो जाते हैं। इन आरेखों में, समष्टीस 
समुच्चय को, जिशके सभी-विचाराधीन समुच्चय उपसमुरुचय होते हैं, शक आयत 
के अभ्यतर (क्रांटा५07) द्वारा निरूषित करते हैं, तथा किसी द्विए हुए समुच्चय 
तूते छस आश्ल के अन्दर खींचे हुए एक बत्त के अभ्यंतर से निरूपित करते हैँ । 





+इस आरेखों का हाय अंग्रेज गणित जाॉँद बेन (834-923 हूं०) के तप्म पर रखा 
गया हैं | ह 


ततमुख्यय 4 $ 


हम कुत्तों के स्थाव पर ब्विभुजों, बर्गों और दसी प्रकार की अप्य आकुतियों का 

मो प्रयोग कर सकने हैं । आक्रतियों- का, 7.। 6), (6+ और (पथ) में दो समुच्चर्यों 

४ और 9 का उन सीन स्थितियों में निरूपण दिया है जब सम च्चय असंयुकतः ' 

नहीं हैं, अतंयुकत हे ओर 0८ फ्रे है। धतान ठीजिए कि दोसरी स्थिति में & को 

सिक्कपित करने वाले बुत्त को 8 को निरूपित करते बाते बुत के अन्दर खींस, 
[न न 


जया है । 





आकृति 7. 


आक्ृत्तियों 7.2 (9), (४) और (४) में छार्णकित (#४६७0०0) & न 
उोंतीन स्वितियों में ७ ५४9 दर्णाता है । " 





() () 
आफृति 7.2 : ७ (४8 के लिए बेन आरेण 


आक्वलि 7.3 से तीनों स्थितियों में &/08 का चित्नीय निरूपण प्राप्त 
हाता है । 


4रब गणित 


[0 20 


7॥ (|) 
आक्रति 7.3 : ७ (१9 के लिए वन आरेख॑ 





ध्यान दीजिए कि जब ४ और 9 असंयुकत हैं, आकृति 7.3 (7) में कोई 
क्षेत्र छायांकित नहीं है । 


प्रदर्तवली 7.6 
यदि ४ और 9 समुच्चय हैं, तो निम्त के लिए वेन आरेख खींचिए : 
!. 879 जब 8 268. 
2, 8.28 जब 8८68 
3, बेन आरेखों की सहायता से निम्न 'की सत्पता की जाँच कीजिए : 
"() ०४४०-30, 
(7) #&/08-283/3/ 





हि संकल्पनाएँ 


समृच्चय समष्टीय समुच्चय 
परिमित और अपरिमित समुच्चयों का 
समुच्चय सम्मिलन 
रिक्त सम्‌ल्‍्चय समुज्चयों का सर्वनिष्ठ 
. उपसमुच्चय असंयुक्त समुच्चय 


बेन आरेख 





विविध प्रइतावली 
(एककों / और शा पर) 


निम्न समीक रणों के आलेख खींचिए : 
3, उ3ऋच--+5 2. 27-53, 3, ए-->550 
री न की. ए 2 पक 
4, ;--५--5--5८0 3. # न॑- तु [ 
'पनिम्न असमीकरणों के आलेख खीं चिए : 
6. 25 <] 7 ड5>--2 8, ४>०--3 
के, 37--9& 0 
मिम्त युगपत्‌ समीकरणों को अलेखन द्वारा हल कीजिए : 
408, 4%---39-- 3-50 88, 25--39-- ४50 
25--9-- | 5७ 35४-- श#न+॑-5 50 
निम्त युंगपत्‌ समीकरणों को हल कीजिए : 
2. 4ंज---9--0 83, 2४--39--5--0 
95---५5-40 35--29४--6-50 
84, 27--39-- -50 बिदे . तह उ+ >> व्थी 
। पं 65 24+ | 
पे 08 पट व 
35--4५---27550 न है हई 0 


86, पिता और उसके पुत्र की आयु का योग 48 वर्ष है। 2! वर्ष बाद 
पिता की को जि, की आयु को दुगुनी हो जाएगी। उनकी बर्तेमान 


आयु ज्ञात । 


446 


47. 


4, 


49, 


हम 
28 


है 2 ह.। 


कै, 


गणित 
तिम्त में से कौन-कौन सम्‌च्चय हैं ? जो नहीं हैं, उत्तके, -कौरण स्पष्ट 
कीजिए । 
(7) आपके स्कूल*के उत्त अध्यापकों का संग्रह जिनके नाम अक्षर 8 से 
प्रारम्भ होते हैं । 
(0) बुद्धिमान लड़कियों का संग्रह । है 
(8) तुलसीदास द्वारा रचित पुस्तकों का संग्रह । 
निम्न समुच्चयों को सारणीबद्ध रूप में लिखिए : 
(0) अंग्रेजी वर्णमाला में स्वरों (१०४७५) का समृच्चस । 
(7) ७०55 | # एक अभाज्य संख्या है और ४<: 20 १ 
[() छ- 5 | 5 सप्ताह का एक दिन है | 
विभ्त सम ज्चयों को समुल्चय-निर्माण रूप से लिखिए । 
(0) 46, 2, 8, 24, 30) 
69) ६2, 4, 6, 8, 0) 
समुच्चय ६ 8, 0, ० ) के सभी उपसमूच्चयय लिखिए । 
साम लीजिए &--(# | 5 एक सम धनपूर्णाक है और ४<६0 ) 
तथा 8-5» | ४ एक विषम धनपूर्णाक हैं और <<१0 | 
हैं। & ७४ और ७१४8 ज्ञात कीछिए | 
समूच्चयों के निम्न युभ्मों में से कौन से युग्म अंसंयुकत हैं और कौन से 
नहीं ? 
() (१, 4, 9; और (2, 4, 6, 7] 
(॥) (2) और (3) 
(0) (8, 5, ०.) और 4४, 8, 9) 
सदि &, # और ९? समुच्चय हैं, तो ,मिभम के लिए वैन आरेख ख्ीचिए : 
१) (8:0४; जब छेट<: 
(8) #& और ९! असंयुक्त समूछ्चय हैं, & और (९, के के उपसमुच्यय हैं । 


उत्तरमाना 


प्रशनावली !.॥ 


7 700003 ; 3. 00; 3, 50 सेन्यी०, 46; +# [8, 50, )9; # 2. 3, 
4 ् द [2 [4 8 
४, 7, 4, 3, 87, 9, 23, 29 ; « जे आअदाज “आाप्ा3 के 7०: 
। हर ५ गे 43 325 2 के 808 
3 है. -१7 है; है] नटद * 86: 
हजछ प्तः हा जद्व? वा 5 0, ॥ ्् 4285, सह (5, न हे | हु; 


5. हु: ॥3. "कु 9 3 3२४85, फऐडश॥३3 ; $6, ४, 204: 


॥7. विपमद 7 8, स्रम॥ 2. () सात... ही) , जमप्य 


9, 


प्रश्नावली !.2 


2 ,7320; 4. () परिमेय, 09) अपरिसेग्, तंग अपरिमेय, 
(ए) अपरिभेय (४) अपरिमेय ; $ 3,.35663 : #& #.रं3933 7. 0.207: 
है, हरबजे0; 9. 3--24/6454 70 5६/5-+5/3. 


प्रश्नावली 2.] 


है... 6) ७४2, 3, (7) ७४2, 2, 00 2, ६, (एशे के, “०3, (शे&7*, 2, (श) & ष 
(गा) 2, 0 (शी) !, 4,. 2, 0) (६2), 0) (६८3) 6) (4), (४) (ज् ते 


(48 शणित्त 


(७ (६-0९ 4, (0, (9) 3, 60) 5७ 0४) 9४३, (४) #2: 
4. 


प्रशनाधजी 2«2 





8. (0) 328, (0) 4 (07) » 9५) 
'(शं)) 


छठ (९) 4024, (श) 2५3 
-++$ , (ग) 88 9. 0) 36, 0) न 





प्रश्नादली 2.3 


3, 0) न |, ७) 


देखा» पी) “मुद्रा: / (४) थ;.. 2, (9, (ऐ0, (9); 
3, 0) 4, 00) 4, (9) 2 


भ्रश्तावली 2.4 


4, 0९४), ही ॥$ 93% (७3) (६&/2)9, 0) (६/2)*, (॥) (५/3)"५% 
00 (४३ * ॥3, ज+ 4, -ई-. 


प्रक्नावली 2.5 


8. उ33>-%/2) ४28 33 ७3. ६९($६ $<$4 “3; 5 75७7; 


उत्तरपाला [49 


9./70 9 5 
6 हु, क न 58. नह 7 हक का 3 इतयो हि 


वाणआन्वेन्ममम, 5 ट 
83., /४7; 3., (2) 8” 0१, 4, 39-98 ; 68, /8+४2; 
]6, 8--४. 


प्रब्नावली 3.] 


8, (99, (0 25, (9) 4; 
2 8 [0 99 
है है| 9 छ्र ९ 0 १00 मर 
॥7 39 97 





अै्यनआे.. स्‍क०-+»>नम (अमर 2 ॥_ न 
3. () 4 7 पु न हवा 
गम मम 
लिए हम आम 2 
रथ, न ५१+ हु तर जं 
ञ 7 है 


5... 
५. नह #,पु ह /“ अल ना (7; 


6. -+3.0४04-.6४४ 4- ]] .45१+ है 
8. वह उसी था उससे छोटी घात का हो सकता है 
9, -4४१--2४-+-]: /0, --2४5--5-3३3, 


दी हे > रह जे उतशप भीफ-आ 


! हित 
थ4. (ज्रर ॥ )४+- (7 -््) फ७ -.6--९/)ें; 
8, 2+->ह +- “ही ५ 


4 बाज ५ कक न (७/#- न्वुः ) ४-४3, 





प्रदनावली . ऊँ.ऊे 
8 ही) #&४,. ही) को, (४, एरी ऋण »% (0) 09, ही) #*, ही ४), 


(ए) 56 


प्रशभायली ऊर.र्व 


न 


3 ४5; ३८९ मं हि प्‌ है 
है ३ के + हम रथ ्ँ ध्ा फ्ख्ढ डॉ प्र मे हा ॥ हा 
५ न नि] ॥.2 (5 4-4%/2 ढ़ हैँ ही हि शक * ;मि हक | 

अनार 4 प्र इक ८< 2 ७ 
क्र “मम %४६ ५. 0, 595 ड््ण्, 


प्रदताबली ह.5 


के दर 3 3 4 श/ ट् 
है 0 अर ५४. # | >> कह --- ...... ऊुटीू लेन ध आज घूरे 
क्र हे न-ब2 55; ठ श्र । 3. क्व कह न: कूतु * 
बीए. नञ5 _र अल हनन 


5! 33 


ही 


' () परिनेय व्यंगकः हू) बहुपद. (४). परििय ब्यजक (९) 


ग 3४. ते 
» जाओ को कीजओण: ५ की >> 
हि 


उत्तरमाला “5६ 


प्रशनशवली 3.6 


3 ४ 
5१--2.5%2--.7:४--2 ; 4. +नफ्त )४-(+हु४5) ४---४४ . 


हा 
०“ मल, 7, ] 5 3 , 29 7 ! 
2 87% तह है 2 लीक का कलह कद; 


१ | ] 
रा न्‍चियनामकममनजननन--+ बम. है कल अत: न्‍अनम-««न+-नन. मत 
॥। ः ( ३ 2 न ध् ह् )] थ् ( ण््ठ रस ठु )ह फ्र्, 


ला २2 
>2--(8--)%-28 ; 2. टी आग. (“है ४++ ; 


प्रश 


प्रत्यावली 3.7 


हर्ज-0; 2. नहीं; कह है) ४४--४+!।, (४) 9+ ; 
5४४--7४ -+- बट न ष-ः चुप 53. २205 -- 4. 


प्रशतल।वली 3.8 


५ बहुपद 
(४७) परिगेयग ब्यंजक 


£। 
डर 


प्रससाावली 3.9 


6) जन 272 (४ ब>हुब-+ ४0.7 4५४2 -- 4४--..] 
टऋ अ3.+ 2६5 5४-+ ह 
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6) 2--25/6_ ४5 2. 47: 2४7/2, 3, 6) अ--शल कर 
स्स्त्स्श्म्स्ऊरलखकै ७ / र--कश) ४ जो 
2.५... 92.---29 -+-2 
घरदनावयली 3.80 
__4%+4%/-9४+2 , 2 3-+--3%४--052---3फ0 
हि 4-4१ -- उ४-- 7! 2-+-35 ४ 
3, 2857+-35202 4 026--2 
४ [6७6+वबंकप्रना5 गा 
ज्दनाखलोी 3.3838 
_0%* -।-#--3 हे 22 -+- 35% न 2 33% _ >४2--॥39 
अं 2 किक हज पाकर हु कछपाठ ९ 9०09 करपाव्ता : 
ते -»: 6. 2 29739 207 7750 , 
हनन ई ध #2- 38% -- ॥ 
93,. _0+35-+55धऋर्एछ 
हे 5-69 हु 
प्रदनावरकी 3.83 
ह 35-+3-0. हा 75%5--25-+ 0.3 ही 39--0.8 है 
34. 6) हुंद्मरगाठजाण ५०0 चइछपकयाठताए ४४ चहेराईज़ाज: 
ह*.-405% 4 2]52-- 4025--0 5 5 
हक का “आज बा 


कया एन एफ न 


43. 
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प्रद्नावली 3.83 
286 86... 8 30207: 
आ-ठ््रना ! / इडउनठश-टक्रा 


४ _4%6-/602-2"7/45% ... 

0) डिक त » () 39/4--2%7-+-59/-- नव 9; 

3 _ -४-- ५४२. हु ठ--(-ना ४ मि ञ्ै 
0) >कूपद्रा 0 -फकतणप्न:। 00 स्काए ४० ऋन्फा 





प्रदनावली 4.7 


ज5-- 25-] ;. 2. 455-+-25४+9;: 3. ४३-2४; $ #ह; 
9804 ; 6, 4%१--252+-922; 7. 45१+4हन]; ७. 9:2--5%-+ +; 
422--202+25 ;. 70, #४+205 #+2;: 70, ४5+*0:४+ई ; 


छ+ -%+9; 73. ४5 #+4%5 60; 44, 2-- न 


प्रशतनावली 4.2 


875 -- 3920-- 3053--950 ; 39, 80--63857 +- 2807-- 80*; 

हग-- 6922--75--8:. 4... 5>3--6%”9४-- 259१ -+- है; 

26:8--7565*7+- 88279%--343ए8 ;. 6, #*+-७/३ ज३+ह+क ; 

2700--27:%2--95--]; 8. 06208 ; 9, 865]25 ; 90, [00300300] : 
व437.625. 


॥34 


9 # एम ॥४ 


हर बे 


गणित 
प्रश्नावली 4.3 


85---38%0-- 389*---95 3 3. 897--604% +-45080*--25097 ; 


542%४2--9254-- 245&--; 


लि 2 न _47_ जी ७ __343_ छ- ०. लाश छू हे 5 «5 
त परह द्् 66 है 766 »७८: 5, हे 365272-+- 542 22---27 2 ; 
972673 ; 7. 997002999 ; 8. 770.299. 


प्रश्शाबली 4.4 


क-+-8; 2. ३5--; 3. 0,.343४१--0.7299१:;. 4.  8%0--343 ; 
जे 3-27 5 
हु ह्व २ ' 


चपसाबणफ्तओी 4.5 


॥-5 ; 9. 253--279 ; 3, है ; #. हें 


हि 7 ्ऊ 
27५7-- उन्नत शा, 





धशनावली 4.6 | 


छड ह(-- ८2 ४); 2. 7४(--3ए--790 ; 3. (४--६४/2)॥5--«/2) ; 
(४7 ४-७३ 2)(९/7 ४+५/३ 2); 5. (५+2)%+; 6. (ए5-+-४)% ; 
(3) ६: $, (४ट25%--9)% 
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प्रशलावली *4.7 
है, न्‍++ वी; 8. (52१4 3. +5)5+--5); 4. (४--७)(४+ ७) 


3, (४-८3)(2--2): 6. (&+ जि +ब)ः व. (६+-5)0--4) ; 
रे 
है. एन-3)४-298) 2: 9, (४-+305४-ंट) ; 70. (४--37)(५+4-29)- 


प्रश्नावली 4.58 


जा 


(५४--)(20 48 +- ) ; 2. 89 --)(8&3--8 +- ) ; 
(2४--7ए)(400--459--4990 ;.. 4... -2&-+ 2) “हे #*--नु 89+40+ ); 


[ मं 2 ४) -४+क | १४-+-20" ); 


(0.%--02.59)(0,052-4.058४५ 4-0.2539०). 


खा 


च्त् 


हर 


४! 


चिक्षिध प्रश्वावली ॥ 


है, 2.8284 ; 7. पर्मिय सेंखया; 9. (0 55.9. (7) 5, एशो) 9.037. ६एए ई27; 


40, 6) धर ,. (६8) जा हे, पर, तर) ; 72. 0) 5, (ए) +52, (४४9 १, 
न | 
0७) 0४2; 33, (0) (५ ७)०, कर) 5; 74. -७, 38, 5 
2 ्ट 
76, 6) +%, (४) 2--3/3; 07. [8 ४० ७, (पी शक" 88 
| 34,.3 


8, 4६७७ ऊन वडन-उब33 79, आकिर्वअ- 034 3४0. 0कीन “7 ु ॥ 


2. --44/2 ४--2४#---६/टैं है: # ७ पजिडन-( ९ 74 व)# “०-४ हैं. #* ; 
23, भागफल झन-+ है, शेषफेल -डेड--र् हैँ 
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24, भागफल 377--5%४5-+-2:--4 है, शेषफल --65-6 है ; 


थै8 . 383--6४-+-2 , (७0-०४ , 
25; कई * 20. हइुग्न- हुं -- 3४-7७ 25% ; 7, इक ; 
456, ]--550-- 652--%ऋ ४ के 4 3 
28. बद्गल-ाड! 3. अ्ाविक्िेणठत्न+: 3० 6) 35५5, (7) हक नाम) 
हझुौ--25--2 , 


34. (5-54) मीटर 32. 33. 2क४-- 2597 ; 


आ--ऋ2--2% * 
34, 25/2 58-98 ; 358, (+-29) (]--298-+-42%) ; 

36, (59--) (2572+-59+4); 37. (4:-+-60 (603---24 ६४ +- 36४) ; 
38, (37--0) (9*--370+-09 ; 39. 3७--3+-+-१ ; 40. 2. 


प्रह्नाचली है. 


3, &(2,2), 8(5,---2), 0(3,--4), 70(--3,--3), 8(--5,--4), ४(--4,3, 
5(--2,4); 2. नहीं 3. नही 


अश्तावली 5.2 
3 ] 
५55 0 3 


धइनावयली 5.4 


8. अऊखछठ, एचल3; ठह. अच्यव, एक +05: ७3. कोई हल नहीं 
बी. ऊच्छठ, 950; 3, हन्‍्थव, अच्छा ना ; 6, #552, 9४5८5 --4; 
7. कोई इल नहीं... 9. झुक फच्ण). 


चत्तश्माला 97 


प्रश्शावली 5.5 
 . 3. ०2, 9-> . !  , 
व आज 2 +* र | 2. मक्त८2, न ्उ; 3, अच्छ चबु 9 औतन ण्क् 9 
4 हू व6, * ढ़ 5. %--4, 9 जल | ड् 6... हूक्‍ओ ++ डे, ५ 3 त 
4 


प्रतनाव ली 3.6 
मर वि जी 0 
|, # ४435, $४5७!5; डे, 3 ठु के आओ ठे *? 
8 
3. हऋच पुह 2४ ता शु34. हत्त, अचतय3 5. झत्त, ४७७2; 


हु 8] 22 
6. हज 2, * बा 2 हा 4. जुचस १9 5 हे च्जदुःझ 
प्रशलावली 6.7 


3. 364;: 2. 529; 3. 33;: ४. 493; &. 3824 ; 
6. 2.643;६ 7. 4.242; 8. 4.582; 9. 2.2895: $४890. 23,466. 


प्रस्णावली 6.2 
8, 2च०; ४9. 4 घ० 5 पैसे: 3. 20४3०; 


4. 22 ० 50 पैसे ; 5. 3४७० 2] पैसे ; 
#. 3 चू७- 
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प्रश्नावली 7,॥ 


$, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 0 
प्रश्तावली 7.2. 


3... (3) 7, 44, 2!, 28, 35, 42, 49, (9) 0) हु, (0) छू, 0॥) ७, 

(0९) ६, (गे च, एं) छ, (2) कु, एशा) €, (ऐड) ६; 

2, 0) [--4, --3, --2, --, 0, , 2, 3, 4), (॥) (6, 25, 34, 43, 52, 64, 70), 
(7) 40, )), 0४) ६3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, , 2, 3, 4), (५) ही, ४, 70, ४); 
3. 0) ६ | भंग्रेजी वर्णमाला में एक स्वर है), 

(|) (#। » एक पूर्णांक है और --3&%<€:2), 

(8) (४ | 2, 4 का एक गुणज है और 4&><६ 24), 

(९) ६५ | ४₹«॥*, 9 एक धनपूर्णांक है) 


प्रश्तावली 7.3 


8. () परिमित (7) अर्पारम्लि, (ह) अपरिमित, (४) अपरशिमित, (श पर्रिनित 
'(ए) परिभिन्न ; डे. ६). 


शइनाचली 7.4 


3. ह) &., हे हाँ; 2. के, (--॥), (॥), (--,!॥; 

8, #, 03, 43, २2, (0. !). है।, 2), (0, 2), (0, ।, 2); - 

मै. कै (8), (0), (०), ६0) , [ग, 9), (9, ऐे, [७, 0), [0, ०), (9, 9), ६७, 9), (9, ०, ७४ 
६9, 2. 0). (9, 9७, 0), (०, ४, 8), (8, 5, ७, 5 : 8. 4, 8, 76-: 6. (0) अज्द" 
(0) सत्य, (॥7) सत्य, (ए) असत्य, (ए) असत्य |; 7. हाँ; 8. (े पं: 

8) 6, 00 ८, (७) के. 
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प्रदावली 7.5 


!. (0) (--, 0, 2, 3, 4, 5, --9! (9) (2, 3, 4, 5, --३, 6, 8), 

0॥) (-- 0, 2, 3, 4, 6, 8), 0४) (3), (शे (४) (शं) (2), 

(शा) (--, 0, 2, 3, 4, 5, --3, 6, 8), (श/) (--, 0, 2, 3, 4, 5, --3, 6, 8), 
6») $, 0) $; 2. (४ |» एक पूर्णाक है), «| # एक धनपूर्णाक है) 

3. (£ | 5 एक धनपूर्णाक है), #: १. () अंसंयुक्ष नहीं (0) असंबुक्त नहीं 
(7) मसंगुक्त, (४) असंयुक्त ; 5. हों 


* विविध प्रश्नावलो वीं 


40, ४ 753, /555; ४3, ४चऋ--४, १ह+--;  43, ४55ह, ४5३३2; 
है शा हु 


43, हद: दा ऊ न गन स व, 5५-८- ), कब; 
62 76. ह कम 
35, $चन-- पड » ऑन पाइए 6, 39, 9 ; 0. (), (॥); 


88, .() (9, ०, |, ०, ०), (8) (2, 3, 5, %॥ ], 3, 7, 9), 
07) (रविवार, सोमवार, मंगलवार, बुधवार, बृहस्पतिवार, शुक्रवार, शनिवार) 
89. (0) ७ | #, ह का एक गुणज है और 6&5& १0) (7) | | एक सम धनपूर्णाक 
है और 2€:४« 0| ; 
20. $, (8), (0), (०, (8, 0). (०, णे, (0, ०), (5, ७, ०) ; 
2. (६ | + एक घधनपूर्णांक है और ४६0), $; 22, () अप्युवत नहीं, 
(0) असंयुक्त (॥) असंयुष्त नहीं । 
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अपरिभित 
अपरिमेय संख्या 
अभ्यंतर 
अभ्ाज्य सख्या 
अवयद 
अवरोही क्रम 
असंयुक्त समुच्चय - 
असमान 
असमिका 
असमीकरण 
असांत आवर्ती 
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आरोही क्रम 
आलेख 
आलेखित 
इकाई /एकक/मात्रक 
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उभयनिष्स 
ऊंचाई 
ऊध्वर्ष्धर 
ऋणा[ल्मक 
एकपदी 

एकल समुच्चय 
कथन 

कर्ण 
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करणीगत राशि 
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धन' 
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धनात्मक 
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पद 
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परवर्तों 

परिधि 

परिमाण 
परिमाष 
परिमित 
परिमेपकरण 
परिमेय व्यंजक 
परिमेय संख्या 
प्रमेय 

पूर्ण वर्ग त्िपद 
पूर्ण संख्या 
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प्रतिस्थापन 
प्रविष्टि 

प्रसार 

पृथक 
बराबर/समान 
बहुपद 

बिदु 

बीच 

बीजीय ब्यंजक 
ब्याज 

भाग 

भागफल 
प्राजक 

भाज्य 

भिन्न 

भुज 

भुजा 
मध्य-विदु 
मापन 

मूल 

मूलबिदु 
युगपत्‌ 

योग 

योज्य प्रतिलोम 
रिक्त 

रिक्त समुच्चय 
रेखा 

रेखाखंड 
रैखिक 

लम्व 
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लम्माई 

लाभ 

लुप्तीकरण 

बर्गे 

वर्गमूल 

वाम पक्ष 
ताषिक 
वास्तविक सख्या 
विकर्ण 
वित्तरणात्मक 
विभाजन 
विभाज्य 
विरोधी समीकरण 
विषम 

बैन आरेख 
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व्यंजक 
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संख्या रेखा 
संतुष्ट 

संयोग 

सदस्य 

सम 

समबाहु तिभूज 
सममिति 
समष्टीय समुच्चय 
समांतर 

समान पद 
समान समुच्चय 
समिका 
सम्मिलन 
समीकरण 
समुच्चय 
समुच्चय-निर्माण रूप 
सम्मुख 
सर्वनिष्ठ/प्रतिच्छेदन 
संरवंसमिका 
सहचारी 

सांत 

सारणी 
सारणीबद्ध रूप 
साहचर्य गुण 
सुपरिभाषित 
सूत्र 

स्तम्भ 

स्थानीय मान 
स्वेच्छिक 

हर 

हल 
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